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 אלגברה של ווקטורים
 אם . ווקטור ההעתקה: לדוגמא. הוא דבר שיש לו גם גודל וגם כיוון) Vector(ווקטור
 ים את שתי הנקודות בקו אנו מחבר, Bלנקודה Aחלקיק משנה את מיקומו מנקודה
 . A-ביחס ל Bוהכיוון שלה הוא הכיוון של B-ל Aגודל ההעתקה הוא המרחק בין . ישר
 גדלים . זה יכול להיות קו ישר או קו מפותל, לא משנה B-ל Aהמסלול שאותו ביצע החלקיק בפועל בין
 גדלים פיזיקליים . יווןלכל אחד מהם יש גם גודל וגם כ. תאוצה וכח, מהירות: אחרים שהם וקטורים הם
 .מסה ואנרגיה, לחץ, צפיפות, טמפרטורה: למשל) Scalar(שאין להם כיוון נקראים סקלרים
 נראה אילו פעולות . כפל וחילוק, חיסור, חיבור: אנו יודעים שבין סקלרים יש פעולות מתימטיות כגון
 :מתימטיות מוגדרות על ווקטורים
 הם יכולים להיות . להם אותו גודל ואותו כיווןשני ווקטורים נקראים שווים אם יש
 Aלמשל הווקטורים . גם מקביליםr
 B-ו r
 .הם שווים
 .אנו מסמנים ווקטור באמצעות אות ומעליה חץ
 ).Bold(אך האות היא עבה , בספרים זה מסומן לעיתים קרובות ללא חץ
 של ווקטור בסקלרחיבור ווקטורים ומכפלה
 נסמן את ווקטור . Bלנקודה Aנניח שחלקיק נע מנקודה
 aההעתקה המתאים בווקטור r
 Bכ הוא נע מנקודה "אח.
 bווקטור ההעתקה המתאים הוא . Cלנקודה r
 זה שקול בעצם .
 cשאותה אנו מסמנים בוקטור , C-ל A-להעתקה מr
 לכן אנו .
 bac: מגדירים חיבור ווקטוריםrrr
 בצורה כפי שמתאר =+
 bמזיזים את הווקטור , כלומר. הציורr
 aבמקביל לעצמו כך שהזנב שלו מתלכד עם הראש של ווקטור r
 cואז הווקטור r
 aהווקטור המחבר בין הזנב של הוא r
 bוהראש של r
 .
 aמכאן נובע שאפשר להגדיר ווקטור r
 a בתור ווקטור שאורכו כאורך הווקטור−r
 a- וכוונו הפוך ל r
 : שכן אז,
 0)(rrr
 =−+ aa , כי הקצה שלar
 aיתלכד עם הזנב של −r
 0והוקטור השקול שיתקבל יהיה בעל אורך
 0-והגיוני להגדיר אותו בתור וקטור הr
 .
 A
 B
 C
 cr
 ar
 br
 Ar
 Br
 Ar

Page 5
						

הנדסיםלמ' פיזיקה א -5- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 aaבאותו אופן קל לראות ש rr
 aנותן לנו וקטור בכוון +r
 aובאורך כפול מזה של r
 באופן כללי אנו .
 ac: מגדירים איפוא מכפלה של סקלר בוקטורrמאורכו של הוקטור cבתור וקטור שאורכו גדול פי , ⋅
 ).שלילי cאם (או בכיוון ההפוך לכיוון הוקטור ) חיובי cאם (ככיוון הוקטור המקורי -המקורי וכיוונו
 )(: אפשר להגדיר הפרש בין שני וקטורים babarrrr
 −+=−.
 כללים בחיבור ובכפל ווקטורים
 :קיימים הכללים הבאים בחיבור ווקטורים
 ):חילופיות(קומוטטיביות . א
 abbarrrr
 +=+
 :ההוכחה באופן גאומטרי
 barr
 הכל התקבלה -בסך. מקביל לשני הוקטורים מתחת לאלכסון +
 .האלכסון הוא הוקטור השקול, מקבילית ובשני המקרים
 מזיזים אחד מהם : זה מראה גם דרך נוספת לחבר שני וקטורים
 האלכסון של , אותם למקבילית ואז במקביל לעצמו עד ששניהם יוצאים מאותה הנקודה ומשלימים
 קל להבין שיטה זו בהקשר של וקטורים . ל הוא הוקטור השקול"המקבילית שעובר בין שני הוקטורים הנ
 יוצא שהאלכסון השני של המקבילית הוא , כמו כן. שהם כוחות והמקבילית נקראת מקבילית הכוחות
 barr
 abאו −rr
 −.
 ):קיבוציות(אסוציאטיביות . ב
 a. ההוכחה בציורr
 ,br
 c- ו r
 .לא חייבים להיות באותו מישור
 :לגבי מכפלה בסקלר קיימים הכללים הבאים
 :קומוטטיביות. א
 c )אינו ווקטור (
 caacrr
 =
 :אסוציטיביות. ב
 acdadcrr
 )()( =
 :1) פילוג( דיסטרביוטיביות. ג
 adacadcrrr
 +=+ )(
 ar
 br
 ar b
 r
 barr
 −
 cbrr
 +
 cr
 br
 ar
 barr
 +
 cbarrr
 ++
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 :2) פילוג(דיסטריבוטיביות . ד
 bcacbacrrr
 +=+ )(
 aמסמנים אורך של וקטור r
 a-או ב a-ב r
 .
 aאם מחלקים וקטור r
 זה נקרא וקטור יחידה ומה . יחידהשהאורך שלו הוא באורכו מקבלים וקטור
 aהוקטור של שהוא זהה לכיוון, שמעניין בו זה רק הכיוון שלוr
 וקיים a- וקטור יחידה מסומן ב.aaa r
 r
 =ˆ.
 ולרכיביוקטור תהפרד
 zyxמערכת קואורדינטות נניח שיש לנו אנו מניחים שזו .,,
 את אצבעות יד אם אנו מסובבים ,כלומר ,מערכת ימנית
 צירהצביע לכוון מהבוהן ,yלכיוון ציר xציר הימין מכיוון
 z. המערכת תהפך ,וון אחד הציריםיאם נהפוך את כ
 לעבור ממערכת ימנית אין אפשרות .להיות שמאלית
 .י שיקוף"אלא רק ע,י סיבוב בלבד"שמאלית עמערכת ל
 a נניח שיש לנו וקטורr
 אנו יכולים להעתיק אותו במקביל .
 -שאותן נסמן ב, xyולכיוון מישור zשלו לכיוון ציר יטלנסתכל על הה .יםהציר-מראשית כך שיצא ,לעצמו
 zar
 xya-ו r
 .
 xyz :קיים aaarrr
 +=
 xyaאת r
 y yxxy-ו xאנו יכולים להשליך לצירים aaarrr
 +=
 zyx :כ"ולכן יש לנו בסה aaaarrrr
 ++=
 aפרקנו את ,כלומרr
 כל ווקטור על ציר אחר, לסכום של שלושה וקטורים
 ) zבכיוון ציר ( k-ו) yבכיוון ציר x( ,j )בכיוון ציר ( i: נהוג להגדיר שלושה וקטורי יחדה בכיוון הצירים
 kaajaaiaa :ואז אפשר לרשום zzyyxxˆˆˆ ===
 rrr
 kajaiaa :ולכן יוצא zyx
 rr++= ˆˆ
 aהוקטור ו את אנו אומרים שפרקנr
 גיאומטרית באמצעות ובמקום לתאר אותו בצורה לשלושה מרכיבים
 ),,( :אפשר לרשום בצורהחץ אנו פשוט משתמשים בשלושת המרכיבים שאותם zyx aaa
 x
 y
 z
 yar
 zar
 xar
 xyar
 ar
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 'חלק א הפקולטה להנדסה
 : או
 z
 y
 x
 a
 a
 a
 .ריםבאלגברה לינארית מכנים וקטור כל שורה או עמודה של מספ
 :מספיק לחבר את המרכיבים המתאימים וקטוריםשל שני ובחיבור
 kbajbaiba
 kbjbibkajaiaba
 zzyyxx
 zyxzyx
 ˆ)(ˆ)(ˆ)(
 )ˆˆˆ()ˆˆˆ(
 +++++=
 =+++++=+rr
 :בסקלרמכפילים כל רכיב ,במכפלת וקטור בסקלר
 kcajcaicakajaiacac zyxzyxˆ)(ˆ)(ˆ)()ˆˆˆ( ++=++=
 r
 :פיתגורסמשפט י "של וקטור עפך אורו
 222222222
 zyxyxzxyz aaaaaaaaa ++=++=+=rrrrrr
 )( :ולכן 222zyx aaaa ++=
 r
 תמיד לנו יש .הצירים- וון שבו אנו מציירים את מערכתיוקטור מסוים תלויים בכום של כמובן שהרכיבי
 הוא .רכיבים של הוקטור ישתנו אבל הוקטור עצמו לא ישתנהמהצירים ואז ה- אפשרות לסובב את מערכת
 אפשר להגדיר .דבר זה נכון גם לגבי חוקי הפיסיקה. במרחבוון יישמור על אותו אורך ועל אותו כ
 נוח להשתמש במושג ,לכן .אותם החוקיםכיוונים אבל חוקי הפיסיקה נשארים צירים בכל מיני-ותמערכ
 אם יש לנו למשל חוק פיסיקלי שמקשר :כלומר .הצירים- וקטורים שגם הם נשמרים תחת סיבוב מערכת
 בוב יהצירים כי הוקטורים נשמרים תחת ס- החוק הזה יישמר תחת סיבוב מערכת ,בין שני וקטורים
 .הצירים- ערכתמ
 מכפלה סקלרית
 a מכפלה סקלרית בין שני וקטוריםr
 b-ו r
 ⋅=⋅⋅θcos :מוגדרת בתור babarrrr
 a בין שני הוקטורים) °180-מקטנה ה(היא הזוית θכאשר r
 b- ו r
 θכאשר .
 baבין הערך של המכפלה הסקלרית משתנה ,משתנהrr
 2רעבו( 0- ל) θ=0עבור ( ⋅kπθ ba - ו) =
 rr⋅−
 kπθעבור ( =.( )nk ....2,1,0=(
 θ
 br
 ar
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 : שמכפלה סקלרית של וקטור בעצמו נותנת את ריבוע האורך שלו, המכפלה הסקלרית מוגדרת כך
 22 aaaarrrr
 ==⋅.
 בגלל הנקודה שמופיעה בסימון שלה היא מקיימת את dot-productהמכפלה הסקלרית נקראת גם
 :הכללים הבאים
 :קומוטטיביות. א
 abbarrrr ).פ הגדרתה"וזאת ע( ⋅=⋅
 )()(: אין אסוציאטיביות cbacbarrrrrrהמכפלה היא מכפלה של , אחרי המכפלה הסקלרית, ממילא( ⋅⋅≠⋅⋅
 ).ולא מכפלה סקלרית, וקטור בסקלר
 :דיסטריבוטיביות. ב
 cabacbarrrrrrr⋅+⋅=+⋅ )(
 a. baנסתכל על r
 bל הוא ההיטל ש ˆ⋅r
 aעל r
 כי הוא
 bשווה לאורך של r
 bמוכפל בזוית שבין r
 a-ל r
 באותו .
 ca, אופןrcהוא ההיטל של ˆ⋅
 raעל
 rˆ)(וכן , cba
 rr
 הוא ⋅+
 cbההיטל של rr
 aעל +r
 .
 cabacbaמהציור רואים שקיים rrrr
 ⋅+⋅=+⋅ a- ואם נכפיל את שני האגפים ב, ˆ)(ˆˆr
 נקבל את המשפט ,
 .שהיה להוכיח
 :קומוטטיביות במכפלה עם סקלר. ג
 cbabcabacbac )()()()(rrrrrrrr⋅=⋅=⋅=⋅
 .זה גם נובע באופן טריביאלי מההגדרה
 dbcbdacadcba: מהכללה של הכלל השני נובעrrrrrrrrrrrr
 ⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+ : ומקרה פרטי הוא )()(
 ( ) 22222cos22 bababbaaba ++=+⋅+=+ θ
 rrrrrrוזה אקויולנטי לגמרי למשפט הקוסינוסים ,
 : בטריגונומטריה
 θα cos2cos2 22222
 abbaabbaba ++=−+=+rr
 כאשר ,
 θπα .צריך לזכור לפיכך את ענין היפוך הסימן והסיבה שלו. +−
 :אם אנו עוברים להצגה של וקטורים באמצעות רכיבים
 zzyyxxzyxzyx bababakbjbibkajaiaba ++=++++=⋅ )ˆˆˆ)(ˆˆˆ(rr
 â
 cbrr
 +
 cr
 ( )cbarr
 +⋅ˆcar⋅ˆ
 bar
 ⋅ˆ
 br
 barr
 +
 ar
 br
 α
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 'חלק א הפקולטה להנדסה
 ˆˆˆˆˆˆ1 :כאן השתמשנו בעובדה ש =⋅=⋅=⋅ kkjjii 0וכןˆˆˆˆˆˆ =⋅=⋅=⋅ kjkiji
 מכפלה וקטורית
 aמכפלה וקטורית בין שני וקטורים r
 b-ו r
 cהוא וקטור r
 :bacrrr
 ×=.
 =⋅⋅θsin: גודלו מוגדר בתור bacrrr
 aבין ) °180-קטנה מ(היא הזוית θכאשר , r
 b- ו r
 כך שהגודל הוא ,
 aכוונו ניצב למישור שבו נמצאים . תמיד חיוביr
 b- ו r
 כך שאם נותנים , פ חוק היד הימנית"והוא נקבע ע,
 a-לאצבעות להסתובב בכיוון מr
 b-ל r
 cיוון של אזי הבוהן נותן את הכ, r
 .
 πθאו θ=0המכפלה הוקטורית תמיד מתאפסת כאשר aממילא , במקרה כזה. =r
 b-ו r
 מקבילים או
 cהכיוון של אפשר להגדיר גם את -כך שאי, מקבילים והם לא מגדירים מישור- אנטיr
 האורך של הוקטור .
 cr
 aכאשר , הוא מקסימלי r
 b-ו r
 ×=0: ש ךברור לפיכ. ניצבים זה לזה aarr
 .
 cהגודל של , מבחינה גאומטריתr
 aשטח המקבילית הנוצרת באמצעות הוקטורים הוא בעצם r
 b-ו r
 כי ,
 αsin⋅br
 a- הוא גובה המקבילית הניצב ל r
 .barr
 .cross-productנקרא גם ×
 :תקיימים הכללים הבאים הקשורים עם מכפלה וקטורי
 :אין קומוטטיביות. א
 abba: קומוטטיביות-יש אנטי, להיפךrrrr
 b-אם מסובבים את האצבעות מ: וזאת מתוך הגדרה, ×=−×r
 - ל
 ar
 .הבוהן הופך כיוון ולכן הוקטור שהוא המכפלה הוקטורית הופך סימן,
 cbacba: ציאטיביותגם אין אסו, כפי שנראה בעתידrrrrrr
 ××≠×× )()(.
 :דיסטריבוטיביות. ב
 cabacbarrrrrrr
 ×+×=+× )(
 cנוכיח זאת תחילה עבור המקרה שבו r
 b- ו r
 a-ניצבים ל r
 ,
 a-כלומר המישור שבו הם נמצאים ניצב לr
 יח שזהו ננ.
 a-מישור הדף וr
 , לכן. היוצא החוצה, וקטור בכיוון ניצב לדף
 barr
 bמאורכו של aהוא וקטור שאורכו פי ×r
 והוא מסובב
 b- ביחס לr
 . כיוון הפוך לכיוון השעוןב °90-במישור בדף ב
 caבאותו אופן rr
 cמאורך aהוא וקטור שאורכו פי ×r
 והוא
 c-הסובב ביחס לr
 cbלגבי - דומה באופן .בכוון ההפוך לכיוון השעון °90- במישור הדף ב rr
 +.
 carr
 ×
 ( )cbarrr
 +×
 barr
 ×
 cr
 br
 cbrr
 ×
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -10- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 bיוצא שמקבילית הווקטורים r
 ,cr
 cbוהוקטור rr
 שהוא אלכסון במקבילית זו מסובבת כולה בזוית של , +
 )(ור ולכן הוקט ,a-ומוכפלת ב °90 cbarrr
 baמתקבל בתור אלכסון המקבילית של הוקטורים ×+rr
 -ו ×
 carr
 cabacba: ולפיכך יוצא ×rrrrrrr
 ×+×=+× )(.
 bנעבור עתה למקרה שבו r
 c-ו r
 a-אינם ניצבים בהכרח ל r
 bאפשר לפרק את . r
 a- למרכיב ניצב ל r
 a-ומרכיב מקביל לr
 :||bbbrrr
 += ⊥.
 bהיא הזווית בין θאם r
 a-ל r
 θcosbb: אזי, ba×⊥ולכן , ⊥=rr
 שהוא גם הגודל , θsin⊥abבגודלו הוא
 baשל rr
 ba×⊥הכיוון של , ×rr
 aהוא ניצב למישור של r
 b⊥-ו r
 aאבל המישור של , r
 b⊥- ו r
 הוא גם המישור
 aשל r
 b-ו r
 ba×⊥הכיוון של , ולכן rr
 baהוא הכיוון של rr
 ×.
 baba :לכן בהכרחrrrr
 ×=× ⊥
 caca :באותו אופןrrrr
 ×=× ⊥
 )()( :וכן cbacbarrrrrr
 +×=+× ⊥⊥
 ⊥⊥⊥ : אולם +=+ cbcbrrrr
 )(
 cabacabacbacba :לכן אפשר לרשוםrrrrrrrrrrrrrr
 ×+×=×+×=+×=+× ⊥⊥⊥⊥ )()(
 .כאשר השויון האמצעי נובע ממה שהוכחנו קודם לכן
 :מכפלה בסקלר קומוטטיבית. ג
 cbabcabacbac )()()()(rrrrrrrr
 ×=×=×=×
 :מכפלות של וקטורי היחידה. ד
 jik
 ikj
 kji
 kkjjii
 ˆˆˆ
 ˆˆˆ
 ˆˆˆ
 0ˆˆˆˆˆˆ
 =×
 =×
 =×
 =×=×=×
 :תן לקבל נוסחה למכפלה וקטורית באמצעות רכיביםמכאן ני
 kbabajbabaibaba
 ibajbaibakbajbakba
 kbjbibkajaiaba
 xyyxzxxzyzzy
 yzxzzyxyyxyx
 zyxzyx
 ˆ)(ˆ)(ˆ)(
 ˆˆˆˆˆˆ
 )ˆˆˆ()ˆˆˆ(
 −+−+−=
 =−++−−=
 =++×++=×rr
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -11- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 :או בצורה המקוצרת
 zyx
 zyx
 bbb
 aaa
 kji
 ba
 ˆˆˆ
 =×rr
 )()()( :מכאן אפשר להוכיח את הזהויות הבאות baccabcbarrrrrrrrr⋅−⋅=××
 )()()( cbacabcbarrrrrrrrr⋅−⋅=××
 )()()(0 :כמו כן קיים =××+××+×× bacacbcbarrrrrrrrr
 :מכפלה משולשת
 )( :לשת מוגדרת בצורהמכפלה משו cbarrr
 ×⋅
 ⋅×=×+×+×= :בהצגה של מרכיבים zzyyxx cbacbacbacba )()()()(rrrrrrrrr
 zyx
 zyx
 zyx
 ccc
 bbb
 aaa
 =
 cb - מבחינה גיאומטרית כבר ראינו שrr
 נותן בערכו המוחלט את שטח ×
 bהמקבילית בין r
 c -ל r
 cbוון של יהכ. rr
 . הוא ניצב למישור שלהם ×
 )( cbarrr
 aהוא מכפלת הגודל של ⋅×r
 cbבגודל של rr
 וקוסינוס הזוית ×
 aביניהם שהוא סינוס הזוית בין r
 cbלבין המישור של rr
 ומכפלתו בגודל של , ×
 ar
 , לכן. נותנת את הגובה של המקבילון שמורכב משלושת הווקטורים
 )( cbarrr
 .ל"נותן את נפח המקבילון הנ ⋅×
 )()()( :אפשר לראות שקיים bacacbcbarrrrrrrrr
 ×⋅=×⋅=×⋅
 .שולשת מתאפסתאם יש מתוך שלושת הווקטורים שהם מקבילים אזי המכפלה המ, כמו כן
 ar
 br
 cr
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -12- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 תנועה על קו ישר
 קינמטיקה ודינמיקה
 :באופן כללי ניתן לחלק את המכניקה לשני תחומים
 .עוסקת בתאור התנועה של גופים -א קינימטיקה
 .עוסקת בתאור הכוחות הפועלים על גופים והשפעתם על התנועה -דינמיקה. ב
 .הבהתאם לכך אנו מפרידים ונתרכז בשעורים הקרובים בקינמטיק
 תנועה של גוף נקודתי
 או שניתן , שמבחינה מתמטית אין לו ממדים, לשם הפשטות נדון תחילה בתנועה של גוף נקודתי
 אין , מבחינה פיסיקלית ידוע לנו שלחלקיקים אלמנטריים כמו למשל האלקטרון . להתעלם מהממדים שלו
 .ממדים
 גוף לא נקודתי אם כל הנקודות שלו נעות נכון גם לגבי, כל מה שנכון לגבי גוף נקודתי, מבחינה מעשית
 כל נקודה , בגלגל שמסתובב, לעומת זאת. גוף שמחליק במורד של מישור משופע, למשל. באותו אופן
 .בסוג כזה של תנועה נדון בשלב יותר מאוחר. נעה בצורה אחרת
 באמצעות את המיקום של החלקיק אנו מתארים. לשם הפשטות אנו דנים בהתחלה בתנועה על קו ישר
 לכל נקודה מימין לראשית יש קואורדינטה חיובית . שבה יש ראשית, x ,קואורדינטה אחת בלבד
 זה לא . קואורדינטה שלילית - ומשמאל לראשית
 ובסוף 1xבנקודה ,אם החלקיק היה בהתחלה. אומר כמובן עדיין שום דבר לגבי כוון תנועתו של החלקיק
 12 :אנו מגדירים את ההעתקה שלו ,2x הוא בנקודה xxx −=∆
 x∆ 1הוא גם לא אומר לנו כיצד בדיוק עבר החלקיק מנקודה . יכול להיות חיובי או שליליx 2-לx.
 צעתמהירות ממו
 .לכל זמן מתאים ערך ,t כפונקציה של xנוח לתאר תנועה של חלקיק באמצעות גרף של
 x וגם , יכול להיות חיובי או שליליt 12בדרך כלל נהוג לקחת . יכול להיות חיובי או שלילי tt >.
 :מגדירים מהירות ממוצעת12
 12
 ttxx
 txv −
 −∆∆ ==
 x
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -13- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 ומבחינה גאומטרית זה בעצם השיפוע של הקו שמחבר את
 הוא הוא זווית θכאשר θtanאו, 2עם הנקודה 1הנקודה
 .השיפוע
 . speedו velocityבאנגלית יש שתי מילים למהירות
 . average velocity - המהירות הממוצעת שהגדרנו היא ה
 לא מתייחסת להעתק אלא לדרך הכללית speedהמילה
 .שעברנו
 כך משנים כיוון מ בכיוון אחד ואחר"ק 30אם נוסעים : לדוגמה
 , לעומת זאת. ש"קמ 50הממוצע הוא speed-ה. מ בכיוון ההפוך וכל הנסיעה ארכה שעה"ק 20ונוסעים
 יש סימן וגם velocity-ל. אין כיוון או סימן speed-ל, נוסף לכך. ש"קמ 10הממוצע הוא רק velocity-ה
 ).כפי שנראה כשנדבר על תנועה בשלושה ממדים(כיוון
 - בנניח שהמסע מתחיל : מבחינה גרפית זה נראה בצורה הבאה
 0=t 0-ו=x ,וכמו כן שה-speed השיפוע של הקו . היתה קבועה
 .הממוצע velocity-הוא ה "מרוסק"ה
 :מהירות רגעית
 יש להסתכל על מהירות , אם רוצים לתאר מהירות ברגע מסוים
 ממוצעת ברווח זמן מסוים סביב לרגע הזה ולנסות ולצמצם רווח זמן
 להסתכל על, כלומר. זה ככל האפשרtx∆או , הולך וקטן ∆tכאשר ∆
 :רושמים זאת בצורה. שואף לאפס, כפי שאומרים במתמטיקה
 tx
 t ∆∆
 →∆ 0lim
 dt- ומסמנים זאת בdx . אם מסתכלים עלx כעל פונקציה שלt אזיdt
 dx נגזרת שלנקראת ה x . הגודל
 אפשר לדבר גם על . t - instantaneous velocity שנקבע יהיה המהירות הרגעית בזמן
 instantaneous speed וזה פשוט הערך המוחלט של ה-velocity.
 .tכנגד xהמתאר את המהירות הרגעית היא השיפוע של הקו המשיק לעקום, מבחינה גיאומטרית
 .instantaneous velocity-כאשר נגיד מהירות נתכוון ל ,בדרך כלל
 :תנועה של מעלית - דוגמה
 .0המהירות הרגעית היא , כלומר, 0בהתחלה ובסוף השיפוע הוא
 ssבזמן, באמצע התנועה 83 s :בערך, המהירות היא קבועה. יפוע קבועיש גם כן ש, −mv 438
 424 == −−
 t
 x2
 x1 x1
 x2
 t1 t2
 x
 1 t
 x
 x
 t t
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -14- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 s-ל 0-יש הגדלה של המהירות מ 3-ל 1בין m4 , יש הקטנה של המהירות מ 9 -ל 8ובין-s
 m4 אפשר . 0-ל
 ).זה לא חייב להיות כך. הנחנו שהמהירות גדלה בקצב קבוע(הרגעית לצייר את גרף המהירות
 :דוגמה
 :ידי הנוסחה-המיקום של חלקיק נתון על31.22.98.7 ttx −+=
 st-מהי המהירות ב 5.3=?
 ?האם זוהי מהירות קבועה או משתנית בזמן
 :תשובה
 2
 2
 3
 3.62.9
 1.232.90
 )1.22.98.7(
 t
 t
 ttv dtd
 dtdx
 −=
 =⋅⋅−+=
 =−+==
 stואם נציב s :נקבל =5.3m
 smv 0.6875.67 −=−=
 .המהירות יצאה תלויה בזמן ולכן היא איננה קבועה
 :14הדגמה
 שיש בו אוויר , זוהי מסילה מצינור אלומיניום מלבני ".מסילת אוויר"תנועה במהירות קבועה מתקבלת ב
 על הקרונית .לנוע ללא חיכוך, ומאפשר לקרונית קטנה שנעה על המסילה בלחץ שיוצא דרך חורים קטנים
 יש שתי . פוטואלקטרי שעון והדגל השני סוגר אותוהדגל הראשון מפעיל באמצעות תא . יש שני דגלים
 v-הזמן בין הפעלת השעון וסגירתו פרופורציוני ל. תחנות כאלה לאורך המסילהורואים שבכל תחנה 1
 .ת תנועה של הקרוניתכלומר אותה מהירו, מתקבל אותו זמן
 x [m]
 t [s] 8 9 3 1 0
 4
 24
 v [m/s]
 t [s] 8 9 3 1 0
 a [m/s2]
 t [s]
 -4
 2
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -15- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 תאוצה
 -ו 1תאוצה ממוצעת בין שתי נקודות . אנו אומרים שיש לו תאוצה, ר המהירות של החלקיק משתנהשכא
 t :מוגדרת בצורה 2v
 ttvva ∆
 ∆−− ==
 12
 12
 ) :ותאוצה רגעית ) 2
 2
 dtxd
 dtdx
 dtd
 dtdva ===
 .כלומר זוהי הנגזרת השניה של מיקום החלקיק כפונקציה לזמן
 2s :תאוצה היחידה שלm .תאוצה חיובית איננה בהכרח . תאוצה יכולה להיות חיובית או שלילית
 , ימינה וחלקיק נע שמאלה) כרגיל(אם הכוון החיובי שלנו הוא , למשל. שהמהירות גדלה בערכה המוחלט
 : זה אומר ש, ליליתש, כאמור, המוחלט והיא אם המהירות הזו גדלה בערכה .אזי יש לו מהירות שלילית
 12 vv לא להשתמש , איפוא, רצוי. אך לא נכון לקרוא לזה תאוטה, כלומר התאוצה שלילית, a>0ולכן , >
 .במושג תאוטה
 יש לנו 9- ו 8ובין השניות , יש לנו תאוצה חיובית 3-ל 1בין השניות , בדוגמה של המעלית שראינו קודם
 כאשר יש תאוצה חיובית הם מרגישים יותר , מבחינת ההרגשה של הנוסעים במעלית. שלילית תאוצה
 כאשר המעלית נעה במהירות קבועה הם לא . כבדים וכאשר יש תאוצה שלילית הם מרגישים יותר קלים
 .נחזור לטפל בכך בעתיד. מרגישים שום דבר
 :תאוצה קבועה
 התאוצה הממוצעת והתאוצה הרגעית הן , מקרה כזהב. לעיתים קרובות קורה שהתאוצה היא קבועה
 , שהיא גם הרגעית, התאוצה הממוצעת, במקרה כזה. 0vיש לחלקיק מהירות t=0 נניח שברגע. זהות
 0 :תהיה0
 −−= t
 vva
 atvv :ולכן += 0
 0vvמקבלים ,t=0 אם מציבים, אנו רואים שגם. tוזה נכון לכל זמן אם בזמן , באותו אופן. כנדרש =
 0=t ,0xx 0 :אנו יכולים לרשום נוסחה עבור המהירות הממוצעת, =0
 −−= t
 xxv
 ולכן המהירות הממוצעת תהיה הממוצע בין המהירות , ות הרי גדלה באופן קבועהמהיר, מצד שני
 2 :כלומר. v והמהירות הרגעית הסופית 0vהרגעית ההתחלתית 0vvv +=
 atvv :נקבל v-ואם נציב את הנוסחה ל atvv21
 0200 +== ++
 :לכן2
 21
 00 attvtvxx +==−
 vatvdt :מקבלים tאם גוזרים לפי , ואמנםdx =+= 0
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -16- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 a :ואם גוזרים פעם שניהdt
 xd =2
 2
 .−0xx- ו v ,aן אלא רק בקשר בי, tלפעמים לא יודעים ולא מעונינים בזמן
 אבל אולי יותר פשוט , −0xx ולהציב אותו במשוואה של vמהמשוואה של tיש לחלץ את , לשם כך
 atvv :לצאת ב += 0
 :ועמעלים את שני האגפים בריב
 )(2 02
 02 xxavv −+=⇒−+=++=++= )(2)(22 0
 20
 221
 02
 022
 02
 02 xxavattvavtaatvvv
 .נשים לב שלכל האיברים במשוואה יש אותו ממד
 Tלמהירות יש ממד של אורך מחולק בזמן L2: ומהירות בריבוע
 2
 TL.
 2Tלתאוצה ממד L2 :ולאחר הכפלתה במרחק
 2
 TL.
 :דוגמה
 ש תוך כדי "קמ 45-ש ל"קמ 75-נהג רואה מכונית משטרה ולוחץ על הבלמים כך שהמהירות קטנה מ
 .מטר 88מרחק של
 .בהנחה שהיא קבועה, חשב את התאוצה. א
 s :טר לשניהכדאי לעבור ליחידות של מm
 sm
 hkm 83.207575 3600
 1000 ==
 sm
 sm
 hkm 5.124545 3600
 1000 ==
 s :קייםm
 xxavva 6.188.2
 ²5.12²83.20)(2
 ²²
 0
 0 −=== +−−
 −
 ?כמה זמן עבר במשך הבלימה. ב
 statvv avv 2.56.18.205.12
 00 =−==⇒+= −−
 ?ש"קמ 75כמה זמן יקח עד שהמכונית תעצר ממהירות של , אם ממשיכים להאט באותו הקצב. ג
 st avv 136.1
 8.200 === −−−
 ?מה המרחק שהמכונית תעבור עד שתעצר מתחילת הבלימה . ד
 mattvxx 135136.1138.20 2212
 21
 00 =⋅⋅−⋅=+=−
 . 'מ 200המכונית לאחר שעברת שעם אותה תאוצה אך מהירות התחלתית שונה אתה עוצר את נניח. ה
 ?מהו זמן הבלימה
 20)( :המהירות ההתחלתית נתונה על ידי 02
 02 xxavv −+==
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -17- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 2)(3.256402002.3 :ומכאן 002
 0 =⇒=⋅=−−= vxxav
 st :לכן av 166.1
 3.250 === −
 שהיא , ה שוות תאוצה היא באמצעות אינטגרציהדרך אחרת לקבל את הנוסחאות למהירות ולדרך בתנוע
 dvdta אם. פעולה הפוכה לגזירה =⋅ dtdva =
 atvadtdvv :אזי +=== ∫∫ 0
 dtל אם "וכנdxv ) אזי = ) 2
 21
 000 attvxdtatvvdtx +⋅+=+== ∫∫
 ילה חופשיתנפ
 רכל עוד מזניחים את התנגדות האווי. כל חפץ שזורקים או נותנים לו ליפול נע בתאוצה קבועה כלפי מטה
 .בצורתו או במשקלו,תאוצה זו היא בלתי תלויה בגודל החפץ
 28.9 :י"כל עוד נמצאים על פני כדור הארץ נתונה ע,תאוצה זו smga −=−=
 . צה היא כלפי מטה כי בדרך כלל נהוג לקחת את הכיוון כלפי מעלה ככיוון חיוביבא לציין שהתאו -והסימן
 28.9-עצמו הוא חיובי ושווה ל gיש לשים לב ש sm.
 .gביחוד כשהן גבוהות ביחידות של , לפעמים נוהגים למדוד תאוצות
 :דוגמה
 sל זורק כדור ישר למעלה במהירות התחלתית שלשחקן כדורסm12.
 ?כמה זמן לוקח לכדור להגיע לנקודה הגבוהה ביותר. א
 st avv 2.18.9
 1200 === −−−
 ?מהו גובהו של הכדור בנקודה זו ביחס לנקודה שממנה הוא נזרק. ב
 ayvv :ואזאת הגובה שממנו נזרק הכדור y=0-נסמן ב 220
 2 =−
 ma :ולכןvvy 3.78.92
 1202
 220
 2
 === ⋅−−−
 ?ביחס לנקודת הזריקה' מ 5כמה זמן יקח לכדור להגיע לנקודה בגובה של . ג
 2212
 21
 0 8.9125 ttattvy ⋅⋅−⋅=⇒+=
 :התקבלה משוואה ריבועית
 ===
 =+−
 ±−±
 s
 st
 tt
 53.0
 9.1
 05129.4
 8.98.612
 8.99814412
 2
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -18- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 .שניהם נכונים מבחינה פיסיקלית, התקבלו שני פתרונות
 חוזר s9.1ואחרי , כאשר הוא עדיין בדרכו למעלה' מ 5מגיע הכדור לגובה של s53.0ן של אחרי זמ
 .הכדור לגובה זה לאחר שהיה כבר בגובה המכסימלי והוא בדרכו כלפי מטה
 :16הדגמה
 היא קשורה בחוט למשקולת קרונית נעה על מסילת אויר כאשר . תנועה בתאוצה קבועה של מסילת אויר
 ורואים , מודדים את הזמן אחרי רבע מהדרך ואחרי הדרך כולה. שגורמת לה לנוע בתאוצה קבועה
 .2:1שהיחס בין הזמנים הוא
 :18הדגמה
 הוא , ברגע שהכדור מגיע לקרקעית. מפילים כדור מתכת מגבהים שונים. gמדידת - נפילה חופשית
 מודדים את הזמנים השונים כתוצאה מנפילה . תג שסוגר שעון שהופעל ברגע שהכדור שוחררמפעיל מ
 ²2 :מגבהים שונים ורואים שקיים1 gty =
 210-יוצא שווה בערך ל g-וsm
 :19ה הדגמ
 :השוואת זמן הנפילה של מטבע ונוצה - נפילה חופשית
 .תוך שפופרת זכוכית מלאה באווירב
 .בתוך שפופרת זכוכית בריק
 .בגלל התנגדות האוויר, הנוצה נופלת יותר לאט - במקרה הראשון
 .הנוצה והמטבע נופלים ביחד כי אין התנגדות אוויר - במקרה השני
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -19- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 תנועה בשניים ושלושה מימדים
 zyx צירים תלת מימדית תעל מנת לתאר מיקום של גוף בשלושה מימדים אנו זקוקים למערכ ואז ,,
 .הקואורדינאטות יתארו את מיקום הגוף
 rבאופן וקטורי אנו יכולים להסתכל על וקטור r
 המחבר בין ראשית המערכת לבין הנקודה שבה נמצא
 ),,(הגוף zyx:
 kzjyixr))r
 ++= ˆ
 1rוף מנקודה של הג העתקr
 2r-ל r
 12 יהיה rrrrrr
 −=∆
 kzzjyyixxr :כאשר אנו מבצעים חיסור וקטורי וקיים איפוא)))r
 )()()( 121212 −+−+−=∆
 kjiv מוגדרת בתור המהירות הממוצעת tz
 ty
 tx
 tr
 )))r r
 ∆∆
 ∆∆
 ∆∆
 ∆∆ ++==
 kvjvivv :ואז 0- ל tתתקבל כאשר משאיפים את והמהירות הרגעית zyx
 )))r++=
 dt :כאשרdz
 zdtdy
 ydtdx
 x vvv ===
 vל הכוון שr
 וון הוקטור המשיק למסלול החלקיק כי כאשר יהוא בכ
 ∆t → 0
 rאז r
 ∆ .שואף לכוון משיק למסלול
 t :ורמוגדרת בת התאוצה הממוצעתv
 tvva ∆
 ∆∆− ==
 rrrr12
 t∆וכאשר → :אנו מקבלים תאוצה רגעית 0
 kajaiakvjviva zyxzyxdtd
 dtvd
 ))))))r r
 ++=++== )(
 dtdv
 zdt
 dv
 ydtdv
 xzyx aaa ===
 :1דוגמה
 :י"שלו נתונות ע y-ו xשפן מתרוצץ במגרש חנייה כך שהקואורדינטות
 +−=
 ++−=
 301.922.0
 282.731.02
 2
 tty
 ttx
 .במטרים y- ו x- בשניות ו t כאשר
 stוון של מיקום השפן ביחס לראשית בזמן ימהו הגודל והכ.א 15=
 y
 x
 מסלול
 החלקיק
 rr
 ∆
 2rr
 1rr
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -20- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 ?ל"וון של מהירות השפן בזמן הנימהו הגודל והכ.ב
 ?ל"ל תאוצת השפן בזמן הנוון שימהו הגודל והכ. ג
 :פתרון
 stאם נציב .א :נקבל =15
 −=+⋅−⋅=
 =+⋅+⋅−=
 my
 mx
 5730151.91522.0
 3.6628152.71531.02
 2
 myx :ולכן השפן מרוחק מהראשית בשיעור 4.87573.66 2222 =+=+
 ==−=−⇒=° :מקיימת xוהזוית בינו לבין ציר 7.4086.0tan 3.6657 φφ x
 y
 .xמתחת לציר °7.40הוא נע בזוית של , כלומר
 :tכפונקציה של yv-ו xvעל מנת לקבל את t יש לגזור תחילה לפי.ב
 sm
 yx
 sm
 ysm
 x
 dtdy
 y
 dtdx
 x
 vvv
 vv
 tv
 tv
 3.35.21.2
 5.21.2
 1.944.0
 2.762.0
 2222 =+=+=
 −=−=
 −==
 +−==
 ==⇒=°=° :המהירותשל כוון וה 5023019.1tan φφx
 y
 v
 v
 :על מנת לקבל את מרכיבי התאוצה t ייש לגזור פעם נוספת לפ.ג
 22 44.062.0sm
 dt
 dv
 ysm
 dtdv
 xyx aa ==−==
 276.044.062.0 :גודלה ,תלוייה בזמן יצאה בלתיהתאוצה 2222
 sm
 yx aaa −=+=+=
 ==−⇒=° :והכוון שלה 6.14471.0tan φφx
 y
 a
 a
 :תנועה בתאוצה קבועה
 :האהב האנו מקבלים מתוך אינטגרציה את הנוסח,בגודלה ובכוונהכאשר התאוצה היא קבועה
 tavvrrr
 += 0
 2 :ובאינטגרציה נוספת21
 00 tatvrrrrrr
 +=−
 התנועה .אפשר לפתור בנפרד לכל קואורדינטה .משוואות שלושכל אחת מהמשוואות האלה היא בעצם
 .רתבקואורדינטה אחת אינה תלויה בתנועה בקואורדינטה אח
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -21- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 y ובקואורדינטה) xa=0(תנועה ללא תאוצה xיכולה להיות בקואורדינטה ,כפי שנראה בעתיד,למשל
 יש יכמובן שאם מתעניינים לא בכל רכיב בנפרד אלא בגודל הכללי של המהירות אז.תנועה עם תאוצה
 כך למשל אם נעלה בריבוע את . ולכן התנועה בכל הקוארדינטות חשובה, ביםלה תלות בכל המרכי
 v-המשוואה לr
 222 :נקבל .0
 2 2 tatavvv o +⋅+=rr
 a- ב אם נכפיל סקלריתr
 0rr-לאת המשוואה 2rr
 22 :נקבל −00 2)(2 tatvarra +⋅=−⋅rrrrr
 2)(2)(:אה זו מהמשוואה הקודמת נקבלואם נחסיר משוו 02
 022
 002 rravvvrrav
 rrrrrr−⋅+=⇒=−⋅−
 .וזוהי משוואה דומה לזו שהייתה לנו במימד אחד
 אם זורקים קליע בכיוון אופקי יש לו . דוגמה לתנועה בשני מימדים בתאוצה קבועה היא תנועה של קליע
 .g תנועה אופקית במהירות קבועה ותנועה אנכית בתאוצת הנפילה
 tvx :אזי, ovה אם מהירות הקליע בזמן הזריקה הית ⋅= θcos0
 2 :ו21 gty −=
 .מעל האופק 0θמקרה מעניין יותר הוא כאשר זורקים קליע בכיוון
 00 היא xמהירותו בכיוון ציר cosθv ,ולכן קיים: tvx ⋅= 00 cosθ.
 00 היא yמהירותו בכיוון ציר sinθv ,2 :ולכן קיים21
 00 sin gttvy −⋅= θ.
 : x- צורת המסלול תהיה פרבולית כי אפשר להציב מהמשוואה ל00 cosθv
 xt :ואז y-במשוואה ל =
 200
 2
 022
 0
 2
 00 )cos(20cos21
 cos00 tansinθθθ θθ
 v
 gx
 v
 xv
 x xgvy −=−=
 -כלומר ל, אליו הגיע הקליע לאחר שחזר לגובהו ההתחלתי xבתור המרחק R מגדירים את הטווח
 0=y .מהנוסחה ל -y 0 :רואים שזה קורה עבור2
 21
 00 sinsin 0 θθ g
 vtgtv =⇒=
 000 :נקבל 0x-לואם נציב זאת בנוסחה 2 2sincossin
 20
 20 θθθ g
 v
 g
 vR ==
 12sin: הטווח הוא מקסימלי כאשר, מסוים 0v ואנו רואים שעבור 0 =θ. או :°= 902 0θ , ולכן°= 450θ.
 .היא גורמת להקטנת הטווח. עד כה התעלמנו מהתנגדות האוויר
 :20הדגמה
 .ברגע מסוים נותנים לכדור אחד ליפול ולכדור שני מהירות אופקית
 ).שומעים נקישה אחת(שני הכדורים מגיעים לשולחן אחרי אותו זמן
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -22- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 φ
 :22הדגמה
 קוף שתלויה במרחק של בובתם תותח שיורה כדור מתכת אל מכווני". הצייד והקוף" - אי תלות התנועה
 .כשני מטר
 ). הקוף נבהל מהבזק הירי ונופל מהעץ(בובת הקוף נופלת כלפי מטה , ברגע שהכדור עוזב את הקנה
 .הכדור פוגע בקוף -בכל זאת
 .חוזרים על הניסוי עם מהירויות שונות של הכדור ותמיד יש פגיעה בקוף
 :23הדגמה
 .כדור נזרק אנכית מעגלה שנוסעת במהירות קבועה על מסילת אוויר -התנועה אי תלות
 .כי היתה לו אותה מהירות אופקית כמו לעגלה, הכדור חוזר ונוחת על העגלה
 :24הדגמה
 .טווח מקסימלי). °60 ,°45 ,°30(תותח יורה כדורים בזויות שונות -תנועה בליסטית
 .°45-מושך ב
 :2דוגמה
 במהירות של m1200מטוס הצלה טס בגובה קבוע של
 hkm430 לנקודה שנמצאת מעל אדם שנמצא בסכנת טביעה
 כך , לזרוק גלגל הצלה באיזו זוית ראיה הוא צריך. במים
 ?קרוב לאדםשזה יפול
 :פתרון
 stgt :זמן הנפילה מחושב מתוך 65.151200 8.924002
 21 ==⇒−=−
 s :מהירות הגלגל היא מהירות המטוסm
 sm
 hkmv 4.119430430 3600
 10000 ===
 mtv :המרחק האופקי שהוא צריך לעשות, ולכן 18694.11965.150 =⋅=
 ==⇒=° :לכן 3.5756.1tan 12001869 φφ
 .המטוס נשאר מעליו, במשך כל זמן נפילת הגלגל
 :3גמה דו
 על , וקופץ ממנו בכיוון אופקי, איש פעלולים של קולנוע רץ על גג של בנין
 אם , האם הוא יצליח לבצע את הנחיתה .מנת לנחות על גג של בנין אחר
 s ריצתו היא מהירותm5.4?
 4.8m
 6.2m
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -23- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 :פתרון
 stt :זמן הנפילה החופשית שלו הוא 99.08.98.4 8.98.422
 21 ==⋅⋅−=− ⋅
 m5.499.05.4 :רחק אופקי שלבזמן זה הוא עובר מ ≈⋅
 .ולכן הוא לא יצליח להגיע לגג השני
 :4דוגמה
 sתותח בעל מהירות לוע של m82 יורה על ספינה פיראטית במרחק שלm560.
 ?על מנת לפגוע, לאיזו זווית הוא צריך לכוון את הקנה שלו. א
 ?עה של הקליע למטרהמהו זמן התנו. ב
 ?על מנת להיות מחוץ לטווח שלו, לאיזה מרחק מהתותח צריכה הספינה להתרחק. ג
 :פתרון
 816.02sin2sin . א 220
 20
 828.9560
 00 ===⇒= ⋅v
 Rgg
 vR θθ
 :ולכן°
 °=⇒
 °
 °=
 6.62
 3.27
 3.125
 7.542 00 θθ
 :קיים. ב00 cos00 cos θθ v
 RtRtv =⇒=
 st : לפתרון הראשון יוצא 7.73.27cos82560
 1 == ⋅
 st :ולפתרון השני 8.146.62cos82560
 2 == ⋅
 mR . ג g
 v 6868.982
 max
 220 ===
 :5דוגמה
 s לוליין של קרקס נורה במהירותmv 5.260 =° בזווית = 530θ התחלתי של לאופק ובגובה m3 מעל פני
 יש גלגל , m23 אופקי שלבמרחק . ושנמצאת באותו גובה, לכיוון רשת שעליה הוא אמור לנחות, האדמה
 .m18 גדול בגובה של
 ?האם הוא מצליח לעבור מעליו. א
 mxy :נשתמש בנוסחהv
 gx 3.2053tan23tan 2
 2
 200
 2
 )53cos5.26(2238.9
 )cos(20 =−°=−=°⋅⋅
 ⋅θ
 θ
 מעל גובה m3.5ה וז, m3.23 נקבל, m3 - ואם נוסיף לזה את הגובה ממנו נזרק הלוליין מהתותח
 .הגלגל
 ?מהו גובהו מעל הגלגל. גלגל נוסף נמצא בנקודה שבה הלוליין מגיע לגובה המקסימלי. ב
 )sin(02 : נחשב את הגובה המקסימלי מתוך 200
 2 =−= gyvvy θ
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 9.228.92 :ומכאן)53sin5.26(
 2sin 2
 022
 0 === ⋅°⋅
 g
 vy θ
 .m9.7 נקבל, 18 ונחסיר 3 אם נוסיף לזה
 ?מהו זמן התעופה של הלוליין. ג
 )sin(0 :קיים 221
 00 =−= gttvy θ
 stgtv :נקבל t-בואם נצמצם g
 v 3.4sin 8.953sin5.262sin2
 21
 0000 ===⇒= °⋅⋅θθ
 ? באיזה מרחק מהתותח יש לשים את מרכז הרשת. ד
 mR g
 v 698.9106sin5.262sin 2
 02
 0 === °θ
 לית אחידהתנועה מעג
 תנועה מעגלית אחידה היא תנועה במסלול מעגלי במהירות שגודלה
 אזי אנו יכולים לתאר , את רדיוס המעגל r- ב אם נסמן. קבוע עם הזמן
 :את קואורדינטות החלקיק באמצעות המשוואות הבאות
 θθ )נניח שהחלקיק נע בכיוון הפוך לכיוון השעון( sin,cos ryrx ==
 t⋅=ωθ :באופן אחיד עם הזמן הגדל θכאשר
 )sin(,)cos( :ואז trytrx ⋅=⋅= ωω
 )cos(,)sin( :ולכן trvtrv dtdy
 ydtdx
 x ⋅==⋅−== ωωωω
 ωω :ואכן rvrvvv yx =⇒=+= 2222
 .המהירות היא אכן קבועה בערך מוחלט, כלומר
 .T-ר ומסומן בהזמן שלוקח לעשות סיבוב שלם נקרא זמן מחזו
 πωπ :הוא שווה ל 22 == vrT
 tratra :ניתן לחשב את התאוצה dt
 dv
 ydtdv
 xyx ωωωω sin,cos 22 −==−==
 r :ומכאן נובעv
 yx raraa224222 ==⇒=+ ωω
 ),(כמו כן אנו רואים שאם yxr =r
 rrra :אזי rv
 rv ˆ
 2
 2
 22 −=−=−=rrr
 ω
 rוון הפוך לווקטור כלומר הכיוון של התאוצה הוא כיr
 וקטור התאוצה , כלומר. שיוצא מהמרכז החוצה
 .צנטריפטליתולכן התאוצה נקראת תאוצה ,פונה בכיוון המרכז
 θ
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 :6דוגמה
 kmhבגובה ץ רדור האכלווין נמצא במסלול מעגלי מסביב ל גודלה של . מעל פני כדור הארץ =200
 22.9 בגובה זה היאתאוצת הכובד sm .מהי מהירות הלווין?
 :פתרון
 :ולכן gהלווין נע בתנועה מעגלית אחידה מסביב לכדור הארץ כאשר התאוצה הצנטריפטלית היא
 hRv
 Eg +=
 2
 s :לכן. הוא רדיוס כדור הארץ ERכאשר m
 E hRgv 7770)102001037.6(20.9)( 36 =⋅+⋅=+=
 :57הדגמה
 Scope-V, תנועה מעגלית
 , משדר אליו גלים וקולט ממנו גלים ממוחזרים V-Scope-מכשיר ה. בתנועה מעגלית Probeמניעים
 משלוש Probe-י שלוש אנטנות כך שמקבלים מדידה של מרחק של ה"השידור והקליטה נעשים ע
 בשלב ראשון . Probe-כשיר לחשב את מיקום העל פי המרחקים האלה יכול המחשב של המ .נקודות
 בשלב שני , ביד ורואים את המסלול שלו על מסך המחשב שמוקרן על מסך הכיתה Probe-מזיזים את ה
 אפשר אז להכניס , רואים אותו נע על המסך בתנועה מעגלית, במהירות קבועה Probe-מסובבים את ה
 . ראה את התאוצה ורואים שהיא אכן צנטריפטליתכ מוסיפים חץ נוסף שמ"ואח, חץ שמראה את המהירות
 רואים את . בשלב הבא נותנים לו מהירות שהולכת וגדלה עם הזמן ואחר כך היא יורדת בחזרה לאפס
 ור המהירות ואת וקטור התאוצה שנובעת מהגדלת המהירות והתאוצה שנובעת מהתנועה המעגלית טוק
 רואים כך את התאוצה ) התחלת התנועה ובסופהב(במהירות מאוד נמוכה , )התאוצה הצנטריפטלית(
 , במהירות גבוהה. שנובעת משינוי הערך המוחלט של המהירות והוא בכיוון המהירות או בכיוון הפוך לה
 rרואים בעיקר את התאוצה הצנטריפטלית שמתנהגת כמו v2
 ולכן היא בולטת בייחוד במהירויות
 .הגבוהות
 מד אחדתנועה יחסית במ
 s שנוסעת במהירות של, רכבתנניח שאני רואה m30 .נוסעת רכבת שניה באותה מהירות, במקביל לה .
 המהירות תלויה במערכת : כלומר. אדם שיושב ברכבת השניה יראה את הרכבת הראשונה במנוחה
 ש היא האדמה שמתחת מערכת הייחוס הנוחה ביותר לשימו, בדרך כלל. הייחוס שבה מודדים אותה
 נח אולי לבחור את מערכת הייחוס כמערכת שבה האוויר מסביב , אולם אם למשל טסים במטוס, רגלינו
 .אם יש רוח, למטוס נמצא במנוחה וזה לא בהכרח מערכת האדמה
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 מערכת
 B
 מערכת
 A
 y y
 x
 x
 P
 ברכה . שחולפת במהירות Pחונה לצד הדרך ומסתכל במכונית ) Aמערכת (נניח למשל שאברהם
 נניח ששניהם מודדים את . Pדרך במהירות קבועה וגם כן מסתכלת על המכונית נוסעת ב) Bמערכת (
 .מיקום המכונית בזמן נתון
 BAPBPA :קיים xxx +=
 Aי"נמדדת ע כפי שהיא Pהקואורדינטה : וזה אומר
 פלוס Bי"כפי שהיא נמדדת ע Pשווה לקואורדינטה
 ור שכל בר. Aי "פי שהיא נמדדת עכ B הקואורדינטה של
 אחת מהקואורדינטות הללו יכולה להיות חיובית או
 .שלילית
 BAdt :אם נגזור לפי הזמן נקבלd
 PBdtd
 PAdtd xxx +=
 BAPBPA :ולכן vvv +=
 מערכות כאלה נקראות מערכות . אנו מטפלים רק במערכות ייחוס שנעות במהירויות קבועות
 =0 .וע תמיד במהירות קבועה ביחס לאברהםברכה תנ, בדוגמה שלנו, כלומר. אינרציאליותdt
 dvPA
 .לא חייבת לנוע במהירות קבועה Pהמכונית , לעומת זאת
 PBPA :גזירה נוספת תתן aa =
 .שצופים בשתי מערכות ייחוס שונות שהן אינרציאליות ימדדו אותה תאוצה, איפוא, יוצא
 :7דוגמה
 sמהירות של אם אברהם מודד . אm78 למכוניתP שנוסעת מערבה וידוע שברכה נוסעת מזרחה
 s במהירותm52 ,איזו מהירות היא מודדת?
 :פתרון
 h :ניקח את הכוון מזרחה ככוון חיובי ואזkm
 BAPAPB vvv 1305278 −=−−=−=
 ?איזו תאוצה הוא ימדוד, s10- בבולמת עד למצב מנוחה Pאברהם רואה שמכונית . ב
 220 2.28.78.7
 36001000
 10)78(0
 sm
 sm
 st
 vv hkm
 a ===== −−−
 ?איזו תאוצה תמדוד ברכה. ג
 המהירות . אבל ננסה לחשב זאת בדרך שבה עושה זאת ברכה, אנו כבר יודעים שזו תהיה אותה תאוצה
 hההתחלתית שהיא רואה היא km130−.
 hשהיא , בה היא רואה את אברהם במנוחההמהירות הסופית היא המהירות שkm52.
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 2 :לכן0 2.22.710
 )130(52
 sm
 st
 vv hkm
 a ==== −−−−
 תנועה יחסית בשני ממדים
 PArהוא ווקטור Aביחס ל Pבשני ממדים המיקום של r
 B - PBrביחס ל Pל המיקום של"וכנr
 A - BArביחס ל Bוהמיקום של r
 BAPBPA :וקיים rrrrrr
 +=
 BAPBPA :מקבלים t -ואם גוזרים ביחס ל vvvrrr
 +=
 PBPA :ואם גוזרים פעם שניה aarr
 =
 :8דוגמה
 BGvעטלף רואה חרק כאשר שניהם עפים ביחס לאדמה במהירות r
 IGv -ו) העטלף(r
 ).החרק(
 s: נתון שm
 BGv 4=r
 .x מעלות מעל לכוון השלילי של ציר °30וכוונו ,
 s: כמו כן נתון שm
 IGv 5=r
 .x ירמעל לכוון החיובי של צ °50וכוונו ,
 IBv ,מהי מהירות החרק ביחס לעטלףr
 ?בסימונים של ווקטורי יחידה,
 :פתרון
 BGIGIBIBBGIG :קיים vvvvvvrrrrrr
 −=⇒+=
 s :קיים על פי הנתוןm
 IB jijiv )ˆ8.1ˆ7.6(ˆ)30sin450sin5(ˆ)30cos450cos5( +=°−°+°+°=r
 :ולכן
 +−=
 +=
 jiv
 jiv
 GB
 IG
 ˆ30sin4ˆ30cos4
 ˆ50sin5ˆ50cos5r
 r
 :9דוגמה
 hחה והמהירות ביחס לאוויר היא המצפן במטוס מראה שהמטוס טס מזרkm215 , מהירות הרוח היא
 h צפונה בגודלkm65.
 ?מהי מהירות המטוס ביחס לאדמה. א
 מה צריכה להיות : כלומר? לאיזה כיוון יש להפנות את חרטום המטוס, אם הטייס רוצה לטוס מזרחה. ב
 ?קריאת המצפן
 Bמערכת
 Aמערכת
 y
 y
 x
 x
 P
 PArr
 PBrr
 BArr

Page 28
						

הנדסיםלמ' פיזיקה א -28- א"אוניברסיטת ת
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 :פתרון
 PGv- ת מהירות המטוס ביחס לאדמה בנסמן א. אr
 PAvהמטוס ביחס לאוויר את מהירות, r
 ואת מהירות ,
 AGv-האוויר ביחס לאדמה בr
 .
 AGPAPG :קיים vvvrrr
 +=
 .המצב כפי שהוא מתואר בציור
 h :קייםkm
 AGPAPG vvv 5045065215 22222 =+=+=
 s :ולכןm
 hkm
 PGv 4.62225 ==
 ===⇒=° :והכיוון הוא 8.1630.0tan 21565 αα
 PA
 AG
 v
 v
 :כאן המצב הוא כמתואר בציור. ב
 PAv הוא עדיין רקhkm215 ואז:s
 mh
 kmPGAGPAPG vvvv 9.5620565215 22222 ==⇒−=−=
 ===⇒=° :והכיוון 6.1730.0sin 21565 αα
 PA
 AG
 v
 v
 αPGvr
 AGvr
 PAvr
 αPGvr
 AGvr
 PAvr
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 חוקי ניוטון, דינמיקה
 ןהחוק הראשון של ניוטו
 אם גוף שנע על משטח משנה פתאום . מהניסיון היומיומי שלנו אנו יודעים שגופים נוטים לנוע בקו ישר
 ולה שינוי כיוון המהירות פירושו תאוצה וכל פע. את כיוונו אנו אומרים שהוא נתקל במשהו על המשטח
 רוצים להיות אם אנו, י גודל המהירות הוא גם כן תאוצה ולכןונשי. שגורמת לתאוצה נקראת כוח
 . אנו צריכים לקבוע שגם על מנת לשנות את הגודל של המהירות יש להפעיל כוח על הגוף, קונסיסטנטיים
 הניסיון היומיומי אומר . השאלה היא האם יש להפעיל כוח גם על מנת לגרום לגוף לנוע במהירות קבועה
 טח מחוספס יש להפעיל כוח רב אבל אם נבדוק זאת בפירוט נראה שעל מנת להזיז גוף על מש, לנו שכן
 יש להניח שקיים משטח חלק , לכן. צריך להפעיל פחות כוח -וככל שהמשטח הופך להיות יותר ויותר חלק
 הסיבה שיש להפעיל כוח על מנת להניע . שבו לא צריך להפעיל כוח) משטח קרח הוא די חלק(לחלוטין
 בשלב . של המשטח ועל זה נדבר בהמשך היא על מנת להתגבר על כוח החיכוך, גוף על משטח לא חלק
 . זה נתעלם מכוח החיכוך ונניח שמדובר אך ורק במשטחים חלקים
 דבר . אזי הוא נמצא או במנוחה או בתנועה במהירות קבועה, יוצא איפה שאם לא מפעילים כוח על הגוף
 .'החוק הראשון של ניוטון'זה נקרא
 .חוק זה נקרא לפעמים גם חוק האינרציה
 אזי הוא יהיה , אם גוף נמצא במנוחה או בתנועה במהירות קבועה במערכת אינרציאלית אחתברור ש
 שאם המערכת אינרציאלית , איפוא, יוצא. במנוחה או בתנועה במהירות קבועה בכל מערכת אינרציאלית
 .אזי גם בכל מערכת אינרציאלית אחרת לא יפעל כוח על הגוף, אחת לא פועל כוח על הגוף
 לים על הגוף מספר כוחות אנו מתייחסים אליהם כאל ווקטורים ויכולים לחברם בצורה במידה ופוע
 .החוק הראשון של ניוטון מתייחס לכוח השקול הפועל על הגוף. ווקטורית על מנת לקבל את הכוח השקול
 :46הדגמה
 ר והמטבע נוטה להישא, הירות את הניירממושכים ב. מניחים נייר על פתח מבחנה ומעליו מטבע
 .ונופל לתוך המבחנה, במנוחה
 החוק השני של ניוטון
 .הגוף מקבל תאוצה, ברגע שהכוח השקול על גוף אינו מתאפס
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 והכוח פרופורציוני , כן גם התאוצה גדולה יותר, שככל שהכוח גדול יותר, ההגיון וגם הניסיון מראה
 מקדם זה נקרא . פורציה שונהולכל גוף יש מקדם פרו, מקדם הפרופורציה אופייני לגוף מסוים. לתאוצה
 זה האופן , או בעצם, גם הכוון של התאוצה זהה לכוון של הכוח, נוסף לכך. m - ומסומן ב, המסה של הגוף
 :אפשר לרשום, לכן. שבו אנו מגדירים את הכוון של הכוח
 amFrr
 =
 zzyyxx :משוואות 3-אפשר לראות זאת בעצם כ maFmaFmaF === ,,
 m ג "נמדד ביחידות של ק)kg ( במערכתSI .במערכת יחידות אחרת ,c.g.s ,m נמדד ביחידות של
 בעתיד הקרוב נראה את הקשר בין מסה . יחידות אלו מוכרות לנו כיחידות נפוצות של משקל). g(גרם
 .שקלומ
 2s- ב aאם מודדים את , כלומר. N או, הם ניוטון SIהיחידות של הכוח במערכת m , ואתm ב-kg , אזי
 F יוצא ב -N. 21 :במילים אחרותsmkgN =
 21 :המקיים, dyne היא c.g.sהיחידה של הכוח במערכת , באותו אופןscmgdyne=
 dynegN :קיים לכןscm 51010010001 2 =⋅=
 : לגוףכי היא מתארת את כמות האינרציה שיש , נקראת גם מסה אינרציאלית, כפי שהוגדרה כאן, המסה
 יש לו אינרציה יותר , כלומר, כן קשה יותר לשנות את מהירותו של הגוף, ככל שהמסה גדולה יותר
 .גבוהה
 :1דוגמה
 , הכינרת(דוחף מזחלת על משטח חסר חיכוך של אגם קפוא ) עם מגפיים מסומרות ורצון ברזל(סטודנט
 .N130 והוא מפעיל כוח אופקי קבוע של, kg240 מסת המזחלת היא. m3.2 למרחק של) מן הסתם
 ?מהי מהירותה הסופית , אם המזחלת מתחילה ממנוחה. א
 :פתרון
 2542.0240 :התאוצה האופקית של המזחלה היא130
 sm
 mFa ===
 :את המהירות הסופית נמצא מהנוסחה הבאה של תנועה בעלת תאוצה קבועה
 )(2 02
 02 xxavv −+=
 s :מכאןm
 sm vv 58.1493.23.2542.020 2
 22 ==⋅⋅+=
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 איזה כוח קבוע הוא צריך להפעיל . s5.4- לאחרהסטודנט רוצה להפוך את כיוון המהירות של המזחלה . ב
 ?על המזחלה
 :פתרון
 atvv :נחשב תחילה את התאוצה הדרושה לפי הנוסחה += 0
 s: קייםmv 58.10 = ,s
 mv st: וכן נתון, =−58.1 5.4=.
 2 :מכאן0 70.05.4
 58.158.1sm
 t
 vva −=== −−−
 המזחלה נעה שהוא הכיוון ההפוך לכוון שבו −xאומר שיש להפעיל את הכוח בכיוון ) - (אשר הסימן כ
 .בחלק הקודם
 :2דוגמה
 שמעון ולוי מושכים צמיג של מכונית בכיוונים שונים , ןאובר - שלושה ילדים
 .כמתואר בציור
 RFראובן מושך בכוח . הצמיג נשאר במנוחה למרות הכוחות הפועלים עליו
 . לא נתון sFון של ויהכ. N170שגודלו LFולוי מושך בכוח N220 שגודלו
 ?שהוא הכוח בו מושך שמעון, SFמהו גודלו של
 :פתרון
 ∑ :על פי החוק הראשון של ניוטון קיים =++= 0zyx FFFFrrrr
 :משוואות 2וזה אומר במקרה שלנו
 =++
 =++
 0
 0
 SyLyRy
 SxLxRx
 FFF
 FFF
 SFהפוך לכיוון , כלומר, כלפי מעלה yכזאת כך שציר אנו בוחרים את מערכת הצירים בצורה r
 נוח לצייר .
 :את הכוחות האלו כאילו הם יוצאים מנקודה אחת
 :קיים
 =−+°
 =+°−
 0sin47sin
 0cos47cos
 SLR
 LR
 FFF
 FF
 φ
 φ
 :ואם נציב את הגדלים הידועים
 =−+°
 =+°−
 0sin17047sin220
 0cos17047cos220
 SFφφ
 מן המשוואה . SF-ו φ: שני נעלמיםקיבלנו מערכת של שתי משוואות ב
 :φהעליונה ניתן לחלץ את
 LFrלוי
 137°
 ראובן
 שמעון
 x
 y
 LFr
 RFr
 SFr
 φ
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 470.0sin28883.047coscos 170220 =⇒°=⇒=°= φφφ
 NFS :מן המשוואה השניה SFואז ניתן לקבל את 24128sin17047sin220 =°+°=
 . הסטטיקה עוסקת במצבים בהם גופים נמצאים במנוחה. סטטיקההבעיה שפתרנו היא בעצם בעיה ב
 במצב . שעוד לא טיפלנו בסיבוב של גופים, יש לזכור, עם זאת. בעצם זהו מקרה פרטי של הדינמיקה
 ∑ וזה דורש תנאי נוסף לתנאי, הגוף אמור גם לא להסתובב, סטטי = 0Fr
 .כפי שנראה בעתיד,
 :3דוגמה
 , חופשית לנוע על משטח חסר חיכוך kg2עוגיות במסה של קופסת
 1Fחות ופועלים עליה כr
 2F-ו r
 :כאשר נתון, כמתואר בציור
 NFNF 12,10 21 ==rr
 3F כמו כן פועל עליה כח שלישיr
 aבתאוצה היא נעה. שאינו ידוע r
 וראה כמ
 28כאשר נתון , בציורsma =
 r3Fמהו ,
 r
 ?
 :פתרון
 amFFFF :ק השני של ניוטוןופ הח"עrrrrr
 =++=∑ 321
 :y- ו xניתן לפרק זאת לקואורדינטות
 =++
 =++
 yyyy
 xxxx
 maFFF
 maFFF
 321
 321
 :נקבל, ואם נציב מה שידוע
 °−=++°−
 °⋅⋅=++°−
 30cos8.21260sin10
 30sin82060cos10
 3
 3
 y
 x
 F
 F
 NF :מהמשוואה העליונה יוצא x 131016 21
 21
 3 =⋅+⋅=
 NF :הומהמשוואה השני y 2.1712866.010866.0163 −=−⋅+⋅−=
 NjiF :אפשר לרשום ,ולכן )ˆ2.17ˆ13(3 −=
 26:הדגמה
 ת בתאוצה קבועה על ידי משקולת משתמשים במסילת אויר עם קרונית שנמשכ, החוק השני של ניוטון
 .וחוט
 °60
 1Fr
 x
 2Fr
 °30ar
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 ואז הזמן שלוקח לעבור מרחק מסוים קטן פי 2גדלה התאוצה פי , כאשר מכפילים את מסת המשקולת
 2.
 חוזרת התאוצה לערכה ההתחלתי וזה מתבטא בהגדלת זמן , כאשר מכפילים גם את מסת הקרונית
 .ערכו המקוריהתנועה ל
 כח המשקל
 כיוונו הוא למרכז . שעליו אנו נמצאים ,א"הכח המשקל הוא כח הנובע מן המשיכה הגרביטציונית של כדו
 המסה בהקשר . והגודל שלו פורפורציוני למסה של הגוף שעליו הוא פועל, כלומר כלפי מטה, א"הכדו
 אולם מתברר שהמסה הגרביטציונית , )במקביל למסה האינרציאלית(הזה נקראת מסה גרביטציונית
 זהות זו נראית . נמשיך לטפל בזה כאשר נדון בעתיד בנושא הגרביטציה, והמסה האינרציאלית זהות
 אולם יש לה הסבר במסגרת תורת היחסות , לכאורה מקרית מאחר שמדובר בשתי תופעות שונות
 הוא ) סקלר(לבין המסה ) רשהוא ווקטו(מקדם הפרופורציה בין כח המשקל . הכללית של אינשטיין
 gהווקטור r
 28.9א וגודלו הוא "השכוונו כלפי מרכז כדו, sm כלומר קיים gmW
 rr
 כ אנו בוחרים את "בד. =
 jgg :ואז, כלפי מעלה yציר ˆ−=r
 28.9 כאשר ,smg ק השני של ניוטון ואם אנו מפעילים כעת את הח. =
 amgmאנו מקבלים rr
 באגף )האינרציאלית(באגף שמאל זהה למסה ) הגרביטציונית(ומאחר שהמסה =
 ga: אזי נובע, ימיןrr
 תאוצה אזי הוא נע ב, אם הכח היחידי הפועל על גוף הוא כח המשקל: כלומר =
 g- קבועה ששווה לr
 .דבר זה הוצג כבר בעבר כאשר דנו בקינמטיקה.
 מסה היא דבר יותר בסיסי ממשקל כי . אולם נכון למודדו בניוטון ,ג"בחיי היום יום מודדים משקל בק
 .משקלו ירד אבל מסתו תישאר בעינה, א לירח"הכאשר לוקחים גוף מכדו
 , כך שבצד אחד שמים את הגוף ובשני משקולת, כפות שתי במאזניים עם, משקל קפיץ מודדיםהמאזני
 ולכן אפשר לקבל ישירות את מסת הגוף הנשקל מתוך , משווים בעצם בין משקל הגוף ומשקל המשקולת
 .סכום המסות של המשקולות
 :הכוח הנורמלי למשטח
 כאשר גוף עומד על משטח אופקי פועל עליו כח המשקל כלפי
 gmWמטה rr
 אולם הגוף לא יכול לנוע כלפי מטה כי המשטח , =
 Nשהמשטח מפעיל כח , מה שקורה הוא. מפריע לוr
 על הגוף
 mg :כלומר. כך שסכום הכוחות הפועלים על הגוף בסך הכל מתאפס
 N
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 gmWNNWrrrrr
 −=−=⇒=+ 0
 Nהכח הנורמלי r
 .)גם כאשר למשל המשטח הוא משופע ולא אופקי(תמיד ניצב למשטח הוא
 :כוח המתיחות
 ומושך או כבל שקשור לעצם מסויים, חבל,כאשר יש חוט
 Tאנו אומרים שיש בו מתיחות , אותוr
 . Tr
 הוא כוח שהחוט
 .מפעיל על הגוף
 חוט חסר מסה או גם לא לעיתים קרובות מציינים שה
 . מתארך תחת מתיחות
 לפעמים החוט עובר דרך גלגלת ואז מציינים בדרך כלל
 רק בתנאים . שהגלגלת היא חסרת משקל וללא חיכוך
 .אלה המתיחות לאורך החוט נשארת קבועה לאורך החוט
 :4דוגמה
 ת הקרון קשור חבל ואדם מושך את לתחתי. עומד על מסילה אופקית ⋅N5107קרון רכבת במשקל
 .kg80 מסת האדם היא. בכח שהוא כפליים וחצי ממשקלו, החבל בשיניו
 הקרון נגרר . °30 הזוית בין החבל והכיוון האופקי היא
 .כתוצאה מכך למרחק של מטר לאורך המסילה
 הקרון להתגלגל שמפריע לגלגלי, הנח שאין שום כח אופקי
 .על המסילה
 ?מהי מהירות הקרון במצב הסופי
 :פתרון
 Tהכח שמפעיל האדם גורם למתיחות r
 NT :בחבל 19608.9805.2 =⋅⋅=
 Tאותו כח r
 :ון האופקי הואמרכיב הכח בכו ןלכ, לכוון האופקי °30פועל על הקרון בזוית של
 NTFx 169730cos1960cos =°⋅== φ
 kgm :המסה של הקרון היא gW 714008.9
 107 5
 === ⋅
 2 :ולכן התאוצה בכוון האופקי
 2714001697 10377.2
 sm
 mF
 xxa −⋅===
 2)( :את המהירות הסופית נמצא באמצעות הנוסחה 020
 2 xxavv −+=
 s :ומכאןm
 sm vv 22.00475.0110377.22 2
 222 =⇒=⋅⋅⋅= −
 T
 T
 T
 T
 30°
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 Nהכוח הנורמלי : כוחות שניכלפי מעלה פועלים . פועל כח הכובד כלפי מטה? מה קורה בכוון האנכיr
 T והמרכיב הניצב שלr
 NTTy :מרכיב זה שווה. 98030sin1960sin =°⋅== φ
 699000700000980 :ולכן =⇒=+ NN
 :החוק השלישי של ניוטון
 B ,ABFמפעיל כח על גוף Aוטון אומר שאם גוף החוק השלישי של ני. כוחות באים תמיד בזוגותr
 אזי גוף ,
 B מפעיל כח על הגוףA שהואBAFr
 ABF-ששווה בגודלו אך הפוך בכוונו ל r
 BAAB :כלומר FFrr
 −=.
 ולכח , לפעמים קוראים לכח אחד כח פעולה. ה במנוחה או בתנוע A,Bנוסחה זו נכונה בין אם הגופים
 ומי " פעולה"לקבוע מי מבין שני הכוחות הוא ןלמרות שזה שרירותי לחלוטי, כוח תגובה - השני
 : התשובה היא פשוטה? נשאלת השאלה מדוע הכוחות האלה אינם מבטלים אחד את השני". תגובה"ה
 .הם פועלים על גופים שונים
 וק הראשון או השני של ניוטון אנו מסכמים את כל הכוחות הפועלים על גוף כאשר אנו מפעילים את הח
 .תגובה-יים ולכן הם לא יכולים להכיל זוג של כוחות פעולהומס
 Wבדוגמה של גוף שמונח על משטח אופקי היה לנו כח משקל : למשלr
 Nכלפי מטה והכח הנורמלי r
 ,
 .תגובה-אלה אינם זוג של פעולה. זה את זה שבטלו
 Wכח המשקל r
 כח התגובה לו הוא כח שהגוף מפעיל על כדור . הוא כח שכדור הארץ מפעיל על הגוף
 לגוף , עם זאת. עד עכשיו התעלמנו מהדבר הזה כי זה כח שהשפעתו על כדור הארץ זניחה. הארץ
 כוח התגובה שהירח מפעיל על , ך על ידי כוח הכובד של כדור הארץהרבה יותר כבד כמו הירח שנמש
 .והוא גורם למשל לתופעות הגיאות והשפל, כדור הארץ איננו זניח
 N כוח התגובה לכוח הנורמליr
 אם המשטח לא לגמרי קשיח . הוא הכוח שהגוף מפעיל על המשטח,
 .כתוצאה מכוח זה, ")בטן"נוצרת (עקם מתחת לגוף והגוף כבד אנו יכולים לראות שהוא מת
 :5מה דוג
 :קיים. נתונה המערכת בציור משמאל
 kgmkgM 1.2,3.3 ==
 החוט ללא מסה ואין חיכוך בין . הגלגלת חסרת מסה וללא חיכוך
 .והמשטח Mהמסה
 :מצא
 .mושל M את התאוצה של. א
 M
 T
 T
 m
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 Tאת המתיחות בחוט . בr
 .
 :פתרון
 :פועלים כאן הכוחות הבאים
 .כלפי מטה mgבשיעור ,mה כלפי מטה ועל המס Mgבשיעור , Mכוח הכובד שפועל על המסה . 1
 Tהמתיחות בחוט . 2r
 ומונעת ממנה ליפול (כלפי מעלה m ואת המסה, ימינה Mשמושכת את המסה ,
 ).נפילה חופשית
 N הכוח הנורמלי של המשטח. 3r
 .
 gMמטה יש את המשקל -בכוון מעלה. Mים על המסה נסתכל תחילה על סכום הכוחות שפועלr
 כלפי (
 Nא מתבטל על ידי הכוח הנורמלי של המשטח ווה) מטהr
 .
 T בכוון ימינה יש את המתיחותr
 MaT : וקיים לכן =
 .כי אחרת החבל לא ישאר מתוח, mוצה חייבת להיות גם למסה אותה תא
 mamgT :קיים m לגבי המסה −=−
 mamgMa :נקבל T מלמעלה במקום Maאת אם נציב −=−
 mgamM :או =+ )(
 ga Mmm+=
 gMaT :מכאן יוצא MmMm+==
 28.38.93.31.2 :ואם נציב את המספרים נקבל1.2
 sma =⋅= +
 NMaT 6.128.33.3 =⋅==
 אפשר גם לבדוק את . מדיםנכונות מבחינת המ T-ו a אפשר לבדוק ולראות שהמשוואות שקיבלנו עבור
 ינועו ולא תהיה מתיחות בחוט ואכן אואז הבלוקים ל g=0:המשוואות על ידי מקרים קיצוניים כמו למשל
 , m→∞נופל נפילה חופשית עבור mאין מתיחות בחוט והגוף בעל מסה M=0 עבור. זה קורה
 ga→ ו-mgT =.
 דרך אחרת לפתור את הבעיה היא להסתכל על שתי המסות והחוט שביניהן כעל גוף אחד שנע לאורך
 פועל בסך על הגוף הזה. אופקי משמאל לגלגלת ואנכי מתחתיה, כלומר, שהוא בכוון החוט Uציר דמיוני
 mMויש לו מסה כוללת +mgהכל רק כוח המשקל :ולכן יוצא +
 mgamM =+ )(
 mM :ומכאןmga +=
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 .כפי שנתקבל קודם לכן
 :6 הדוגמ
 kgMבלוק במסה נדחף על משטח חסר חיכוך =33
 kgmקל במסה באמצעות מ 2.3=.
 cmdמנוחה למרחק של מהבלוק נע .s7.1בתאוצה קבועה במשך =77
 ?מהו הכוח שבו דוחפים את המקל. א
 ?מהו הכוח שבו המקל דוחף את הבלוק. ב
 ?מהו הכוח השקול על המקל. ג
 :פתרון
 2 :נחשב תחילה את תאוצת המערכת21 atd =
 222 :ולכן 533.07.177.022
 sm
 tda === ⋅
 :הכוח שיש להפעיל עליה הוא, ולכן aניתן לראות את המקל והבלוק בתור יחידה אחת שנעה בתאוצה
 NamM 3.19533.0)2.333()( =⋅+=+
 ותו בשיעור המוט מפעיל כוח תגובה על היד שדוחפת א. כוח זה מפעילים על המוט מצד שמאל
 N3.19− . המוט מפעיל כוח ימינה על המסהM .כוח זה צריך להיות שווה ל -Ma על מנת לגרום לה
 a: NMaלנוע בתאוצה 6.17533.033 =⋅=
 הכוח השקול הפועל על המוט , לכן. −N6.17לה על המוט כוח תגובה בשיעור מפעי Mכמובן שהמסה
 N7.16.173.19 :הוא =−
 Nma :כי aזה הכוח הדרוש על מנת להאיץ את המוט בתאוצה , ואמנם 7.1533.02.3 =⋅=
 :7 הדוגמ
 kgmחשב את המתיחויות בחוטים אם נתון 15=
 :פתרון
 :Mמהחוק הראשון של ניוטון על המסה
 NmgTmgT CC 1478.9150 =⋅==⇒=−
 .נסתכל עכשיו על הכוחות הפועלים על נקודת הקשר המחבר את שלושת החוטים
 y: 047sin28sinבכיוון ציר =−°+° CBA TTT
 x: 047cos28cosבכיוון ציר =°+°− BA TT
 M m
 m
 °28 °47
 BA
 C
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -38- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 AAB :מהמשוואה השניה נובע TTT 29.147cos28cos == °°
 14747sin29.128sin :ואם נציב זאת במשוואה הראשונה נקבל =°+° AA TT
 NTNT :ולכן BA 13410447sin29.128sin147 =⇒== °+°
 :8 הדוגמ
 kgmהמסה .מונחת על מישור משופע חלק =15
 ?בחוט ומהו הכוח שהמישור מפעיל על המסהמהי המתיחות
 N: 0cosהכוח השקול בכיוון =− θmgN
 T: 0sinהכוח השקול בכיוון =− θmgT
 NmgT :יוצא 7.6627sin8.915sin =°⋅== θ
 NmgN 13127cos8.915cos =°⋅⋅== θ
 :9דוגמה
 ?לוקבינוע ה באיזו תאוצה, מחבר את המסה בשאלה הקודמתאם חותכים את החבל ה
 :פתרון
 Nmg :במקרה זה הכוח בכיוון המישור כלפי מטה יהיה שווה ל 7.66sin =θ
 24.4sinsin :וזה יתן תאוצה שלsmgamamg ==⇒= θθ
 עד , התאוצה תגדל, θככל שנגדיל את . כמו במקרה של נפילה חופשית, תאוצה זו אינה תלויה במסה
 =°-שנגיע ל 90θ , 1שאזsin =θ ו-ga וזה כבר מצב של נפילה חופשית כי המישור כבר לא מפעיל , =
 .שום כח על הגוף
 10דוגמה
 .Atwoodנקראת מכונת שבציור המערכת
 kgmיהי kgM-ו =3.1 ואת התאוצה של שתי מצא את המתיחות בחבל. =8.2
 .המסות
 :פתרון
 mamgT :לגבי המסה השמאלית =−
 המסה הימנית נעה . כלפי מעלה aהשמאלית נעה בתאוצה וזאת בהנחה שהמסה
 MaMgT :לגביה ,כלפי מטה ולכן a בתאוצה לכן −=−
 °= 27θ
 θ
 θ
 mg
 Nr
 T
 m
 M
 T
 T
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -39- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 MamaMgmg :אם מחסירים את שתי המשוואות זו מזו מקבלים +=+−
 26.38.93.18.2 :ולכן3.18.2
 sm
 mMmM ga =⋅== +
 −+−
 gmgagmT :וכמו כן יוצא mMMm
 mMmM
 ++− =+=+= 2)1()(
 NT :ולכן 4.178.93.18.23.18.22 =⋅= +
 ⋅⋅
 .T2 המתיחות בחוט העליון היא
 :מקרה מיוחד
 mM mgT- ו a=0ואז = .mg2מסות ולכן המתיחות בו היא שתיבעוד שהחוט העליון נושא =
 :דרך אחרת
 חוט מהמסה הקלה שכיוונו ככיוון ה, U ,לראות את שתי המסות כגוף אחד שנע לאורך ציר דמיוני
 gmM: הכוח השקול הפועל על הגוף הזה הוא. לכבדה )( mMומסתו היא − :ולכן +
 gagmMamM mMmM
 +−=⇒−=+ )()(
 :11דוגמה
 kgmנוסע בעל מסה :מה מראים המאזניים. עומד על מאזניים בתוך מעלית =2.72
 ?לה במהירות קבועהכאשר המעלית עו. א
 22.3 כאשר המעלית מאיצה כלפי מעלה בתאוצה. בsma =
 22.3 צה שליליתכאשר המעלית מאיטה את מהירותה כלפי מעלה בתאו. גsma −=
 :פתרון
 המאזניים מראים בעצם את הכוח הנורמלי . אנו מסתכלים על הנוסע כאשר אנו נמצאים מחוץ למעלית
 mamgN :קיים באופן כללי. ו לוחצת רצפת המעלית על הנוסעשב =−
 )( :ולכן agmN +=
 a: NmgN=0כאשר 7088.92.72 =⋅==
 22.3כאשר sma NagmN :אזי = 939)2.38.9(2.72)( =+=+=
 22.3כאשר sma NagmN :אזי =− 477)2.38.9(2.72)( =−=+=
 :27הדגמה
 אחד מהם . נותנים להם חבל. יש שתי עגלות ועל כל עגלה מושיבים סטודנט. החוק השלישי של ניוטון
 .מושך את החבל אך כוח המתיחות של החבל פועל על שניהם ושניהם נעים זה לקראת זה
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -40- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 :1הדגמה
 .מה שמראה הדינמומטר העליוןוזה g400שמים משקולת של : כוחות פנימיים
 שהוא הדינמומטר התחתון מראה את המתיחות בחוט שמחזיק את הגלגלת מתחתיו
 g800 . כל המתיחות במערכת התחתונה הם כוחות פנימיים ולכן לא משפיעים על
 .הדינמומטר העליון
 :3הדגמה
 ל של מתיחות הדינמומטר העליון מראה את הכוח השקו: חיבור כוחות
 המתיחות , ששווה למשקל המשקולת ולכן, החוט האופקית והאנכית היא משקל
 .2-המשקולת מוכפל ב
 :4הדגמה
 MgT :קיים =θcos
 mgT =θsin
 gmT :וכן 2=
 222 :רואים ש ,ואכן2 mMm +=
 :5מה הדג
 22 :רואים ש2
 21 Mmm =+
 כוח החיכוך
 , מכוניות אינן יכולות לנסוע, עד עתה התעלמנו מחיכוך אולם אנו יודעים שללא חיכוך איננו יכולים ללכת
 ללא חיכוך גם לא היינו יכולים לייצר אריגים לצורך הבגדים . אפשר לכתוב-אפשר להחזיק נייר ואי-אי
 מנת -ליים כוח חיכוך שמפריע לגוף לנוע על משטח אופקי במהירות קבועה ועאנו יודעים שק. שלנו
 מתחילים להפעיל , אנו יודעים גם שאם רוצים להזיז גוף כבד. כוח קבוע ולהתגבר על כך עלינו לספק ל
 כוח והגוף איננו זז ורק אם הכוח עובר סף מסוים הגוף מתחיל לזוז ואז הוא כבר זז בתאוצה ועל מנת
 400g
 θ
 Mg
 mg
 m2g T
 M
 m1g
 m2g
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -41- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 כוח החיכוך בזמן תנועה הוא , כלומר. למהירות קבועה יש להקטין את הכוח תוך כדי תנועהלהביאו
 .כלל קטן יותר מאשר הכוח הדרוש להפריע להתחלה של תזוזה-בדרך
 sf-ומסומן בכוח חיכוך סטטי הכוח שמונע תזוזה של הגוף נקרא r
 .
 kf-ומסומן ב נטיכוח חיכוך קיכוח החיכוך בזמן תנועה נקרא r
 .
 כוח החיכוך כפונקציה לזמן יראה בערך כמו בגרף , t=0 אם נניח שאנו מתחילים להפעיל כוח בזמן
 :הבא
 max,sf - הערך המקסימלי של כוח החיכוך הסטטי מסומן בr
 .
 , בכיוון הפוך לתנועה, הכיוון של כוח החיכוך הוא לאורך המשטח
 vכלומר לווקטור המהירות r
 לכוח בכיוון ההפוך -במצב הסטטי , או,
 .שמנסה להזיז את הגוף
 אם נקח . כוח החיכוך הוא כוח בין האטומים של שני משטחים המתחככים זה בזה, מבחינה בסיסית
 הם , ה אותם ואז נשים אותם זה על זהלמשל שני גופים מתכתיים ונלטש את המשטחים שלהם וננק
 הם כאילו . יצמדו זה לזה כאשר ביניהם שורר ואקום די טוב וקשה יהיה מאד להניע אותם זה ביחס לזה
 רוב , בדרך כלל. וצריך להפעיל כוח רב מאד על מנת להפריד ביניהם, )ריתוך קר(מרותכים זה לזה
 , שני גופים זה לזה כאשר מצמידים, י נקיונות ולכןהחומרים אינם מלוטשים בצורה מושלמת ויש עליהם א
 כך שהשטח המיקרוסקופי שבו יש באמת מגע בין , רק הנקודות הגבוהות בכל משטח נוגעות זו בזו
 . 410 אטומים של משטח אחד לאטומים של משטח שני קטן מהשטח הכולל של המשטחים בפקטור של
 יש עדיין הרבה מאד נקודות שנצמדות זו לזו וזה גורם לחיכוך סטטי , זאת בכל. ביתר השטחים יש אויר
 .כאשר מנסים להזיז גוף אחד ביחס לשני
 בזמן התנועה יש . יש בהתחלה שבירה של נקודות הריתוך ואז הגוף מתחיל לזוז, כאשר מנסים להזיז
 במקרה הסטטי ולכן כוח שמספרן בדרך כלל קטן יותר מאשר , שבירה ויצירה של נקודות ריתוך חדשות
 שני המשטחים נדבקים . לעיתים קרובות התנועה היא לא לגמרי חלקה ורציפה. החיכוך הקינטי קטן יותר
 כמו למשל סימני צמיגים של , לפעמים נשארים גם סימנים על המשטחים. לזמן קצר ואז משתחררים
 .בלימת חירום על הכביש
 Nf :גודלו לכוח הנורמליכוח החיכוך הסטטי המקסימלי פרופורציוני ב ss µ=max,
 Nf :כוח החיכוך הקינטי פרופורציוני בגודלו לכוח הנורמלי, וכמו כן kk µ=
 כוחות החיכוך מקבילים למישור התנועה בעוד שהכוח הנורמלי ניצב . אלה כמובן אינן משוואות וקטוריות
 sk :קיים, ולפי מה שהוסבר קודם לכן )יחידות( הם חסרי ממדים kµ-ו sµ. לו µµ <
 ft
 f
 kf
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -42- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 הוא kµ-אנו מניחים ש. הם תלויים הן במשטח של המישור והן במשטח של הגוף המחליק על המישור
 .קבוע שאינו תלוי במהירות
 :11דוגמה
 מתחיל המטבע °13בזוית של . מרימים צד אחד שלו כך שנוצר משטח משופע. מטבע שמונח על ספר
 ?מהו מקדם החיכוך הסטטי בין המטבע והספר. להחליק למטה
 :פתרון
 . ניצב ומקביל למישור: מפרקים את כוח המשקל של המטבע לשני רכיבים
 θcosmgN :ולכן Nהרכיב הניצב מבטל את =
 :והרכיב המקביל מבטל את החיכוך הסטטי המקסימלי
 θµµθ cossin max, mgNfmg sss ===
 23.013tantancos :אולכן יוצsin =°=== θµ θ
 θs
 :12דוגמה
 כתוצאה מבלימת חרום והמכונית מחליקה על הדרך ) מפסיקים להתגלגל: כלומר(גלגלי מכונית ננעלים
 - ש בהנחה. m290 י הבלימה הארוכים ביותר שנראו הם באורך שלסימנ. ומותירה עליה סימני בלימה
 60.0=kµ ,מה היתה מהירות המכונית ברגע שננעלו הגלגלים?
 :פתרון
 2)( :את המהירות ההתחלתית נחשב 02
 02 xxavv −+=
 v, mxx=0 קיים 290)( 0 :נגרם כתוצאה מהחיכוך הקינטי וקיים a .aסר לנו וח −=
 kkk gamgfma µµ −=⇒−==
 2 :ולכן
 2
 341029060.08.92)(2)(2 002
 0 sm
 k xxgxxav =⋅⋅⋅=−=−−= µ
 s :ומכאןmv 4.580 =
 :13דוגמה
 הירות על משטח אופקי במ kg75אישה מושכת מזחלת שלג במסה של
 .°42 איה θוהזוית 10.0מקדם החיכוך בין המזחלה והשלג הוא . קבועה
 ?Tמהי המתיחות בחבל . א
 ?שהשלג מפעיל על המזחלה Nמהו הכוח הנורמלי . ב
 :פתרון
 NfT :חות אופקייםמאזן כו kk µθ ==cos
 θ m
 θ m
 Tr
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -43- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 mgNT :מאזן כוחות אנכיים =+θsin
 :מהמשוואה העליונה מקבליםk
 TN µθcos=
 ) :ואם נציב זאת במשוואה השניה נקבל ) mgTk=+ µ
 θθ cossin
 N :ולכןmg
 Tk
 7.9042cos42sin
 8.975
 sin 10.01cos
 =°+°
 ⋅=
 +=
 µθθ
 NN :כמו כןkkk
 mgmgT 674142tan10.08.975
 1tancossincoscos ===== +°⋅
 ⋅++ θµθθµ
 θµ
 θ
 :41דוגמה
 =°: נתון 30θ ,kgm 142 = ,kgm 141 2mוהמסה , =
 .יורדת במהירות קבועה
 1m מהו הגודל והכיוון של כוח החיכוך הפועל על .א ?
 ?kµ מהו .ב
 :פתרון
 0sin1 :בכיוון אופקי 1mשפועלים על מאזן כוחות. א =−− θgmfT k
 2m: 02 מאזן כוחות אנכיים שפועלים על =−Tgm
 gmT: לכן NmmggmTfk ומכאן =2 6.68)30sin1414(8.9)sin(sin 121 =°−=−=−= θθ
 58.0cos :קיים. ב 30cos8.9146.68
 cos1 1===⇒== °⋅⋅θµθµµ gm
 fkkkk
 kgmNf
 ר ומהירות סופיתהתנגדות האוי
 פועל עליו כוח התנגדות בכיוון הפוך לכיוון , )באופן כללי זורם(כאשר גוף נע באויר או בגז או גם בנוזל
 אם לגוף אין צורה אוירודינמית ותנועתו מספיק . D-המהירות היחסית של הגוף ביחס לזורם שמסומן ב
 י "כוח זה נתון ע. ל"ות מאחוריו שגורמות לכוח ההתנגדות הנהוא גורם ליצירה של מערבול, מהירה
 2 :הנוסחא21 AvCD ρ=
 הוא ρ, )1-ל 4.0ערכים אופיניים שלו הם בין (הוא מקדם התנגדות האויר והוא חסר ממדים Cכאשר
 קל . הוא מהירותו v-הוא שטח החתך האפקטיבי של הגוף ו A, )מסה ליחידת נפח(צפיפות האויר
 :אכן מתקבל בממדים של כוח כי D-לראות ש
 ( ) 23
 222][][][][TML
 TL
 LM LvAD ==⋅⋅= ρ
 θ
 m1 m2
 T T
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הנדסיםלמ' פיזיקה א -44- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 :יקבל את הצורה, לה חופשית באוירלגבי גוף שנופל נפי, החוק השני של ניוטון
 221 AvCmgDmgmaF ρ−=−==
 שפועל בכיוון הפוך , Dכך גדל הכוח ,כי ככל שהמהירות גדלה ,וברור שלא מדובר כאן בתאוצה קבועה
 :אפשר לרשום את המשוואה שקיבלנו בצורה. לכוח הכובד
 221 AvCmgm dt
 dv ρ−=
 לא נכנס כאן לפתרון של . tv)( כאשר מה שנעלם כאן זוהי הפונקציה, אה דיפרנציאליתוזו נקראת משוו
 :המשוואה הדיפרנציאלית וננסה לראות מה קורה כאן בדרך אחרת
 אבל זה יכול להמשך רק עד , הגוף מתחיל ליפול ומהירותו הולכת וגדלה ואז גם גדלה התנגדות האוויר
 שווה לכוח המשיכה ואז סכום הכוחות הפועלים על הגוף מתאפס והוא ממשיך לנוע שהתנגדות האוויר
 :ניתן לקבל אותה מתוך המשוואה. זוהי המהירות הסופית של תנועתו. במהירות קבועה
 ρρ Α=⇒=Α− Cmg
 tt vvCmg 2221 0
 ת שטח גולשי סקי משתדלים להקטין א ,בצורה כזו. כך גדלה המהירות הסופית, ככל שהשטח יותר קטן
 ידי כך שהם מתכופפים ומשתדלים להצמיד את החזה לברכיים על מנת להגיע - החתך שלהם על
 נים להיות מקסימום זמן באוויר לפני ישמעוני, ל לגבי אנשים בצניחה חופשית"כנ. למהירות גבוהה יותר
 על ידי ולכן פושטים את האיברים שלהם על מנת להגדיל את התנגדות האוויר ולהקטין, פתיחת המצנח
 .כך את המהירות הסופית
 כל עוד , כמות הנזק שנגרמת לו קטנה עם הגובה ממנו הוא נפל, שכאשר חתול נופל, מתברר למשל
 הוא מרגיש את , וזאת מאחר שכאשר הוא נופל מגובה נמוך יותר. קומות 8או 7מדובר בגובה של
 . הגב שלו מקומר והראש צמוד לגוף, שומר על הרגליים מכווצות מתחת לגוף, הוא מפוחד, התאוצה שלו
 .במצב זה הסיכוי לנזק ברגע שיגיע לאדמה גבוה
 פורש , הוא לא חש יותר תאוצה, כאשר הוא נופל מגובה רב הוא מגיע למהירות הסופית שלו, לעומת זאת
 ט ויש לו עבשלב הראשון השטח שלו גדל והוא אף מ, את הרגליים והצוואר החוצה ומיישר את הגב ואז
 .נזקים מהחבטה באדמה פחות
 :15דוגמה
 התנגדות מקדם . מעל פני הקרקע m1200נופלת מענן בגובה של mm5.1טיפת גשם ברדיוס של
 צפיפות המים היא . הנח שהטיפה כדורית במשך נפילתה . 60.0א והC האויר21000
 m
 kg
 - והאויר
 ρ32.1m
 g
 .
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 ?מהי מהירותה הסופית של הטיפה. א
 ?מה היתה מהירותה הסופית אלמלא כוח התנגדות האויר. ב
 :פתרון
 π: נפח כדור. א π 9
 3
 105.43
 4 −⋅=R
 ,69 105.41000105.4 −− ⋅=⋅⋅=m
 sm
 CgR
 RC
 gRAC
 mgt a
 w
 a
 w
 av 4.72.16.03
 8.91000105.183
 8422 3
 2
 3
 ===== ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −
 ρρ
 πρ
 ρπρ
 s .בmghvghv 15312008.92222 =⋅⋅==⇒=
 תנועה מעגלית
 ה נע בעצם בתאוצ, גוף שנע בתנועה מעגלית במהירות שהגודל שלה נשמר קבוע, כפי שראינו
 rצנטריפטלית שמכוונת אל מרכז המעגל va
 2
 =יש לספק לו כוח , על מנת שינוע בתנועה זו.
 r צנטריפטליvmmaF
 2
 ==אם קושרים , למשל. צריך להיות מכוון אל מרכז המעגל, כמובן,שגם הוא ,
 הגוף , ונותנים לו מהירות התחלתית בניצב לחוט, גוף בחוט לנקודה מסוימת על משטח חסר חיכוך
 .מעגלית כאשר המתיחות בחוט תספק את הכוח הצנטריפטלי ימשיך לנוע בתנועה
 זה בזכות כוח הכובד שמפעיל כדור הארץ על - אם חללית מסתובבת במסלול מעגלי מסביב לכדור הארץ
 .החללית והוא מכוון אל כדור הארץ
 .מכונית מסתובבת במסלול מעגלי הודות לכוח החיכוך הסטטי בין גלגליה לבין הדרך
 :16דוגמה
 mR וליין על אופניים רוצה לנסוע במסלול מעגלי אנכי ברדיוסל 7.2= .
 מה צריכה להיות מהירותו המינימלית בחלק העליון של המסלול המעגלי
 ?על מנת שהוא ישאר במגע עם המסלול
 :פתרון
 :כך שהכוח הצנטריפטלי יתאזן עם כוח המשקל של הלוליין, המהירות צריכה להיות מספיק גבוהה
 sm
 rmv grvmg 1.57.28.9
 2
 =⋅==⇒=
 :17דוגמה
 הכח הצנטריפוגלי מתקבל . כדור בקצה של חוט המבצע תנועה מעגלית: מטוטלת קונית
 .מתוך המרכיב האופקי של מתיחות החוט
 m
 L θ
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 .°37הזוית של החוט ביחס לאנך היא . m7.1 - ואורך החוט kg5.1 -נתונה מסת הכדור
 .מצא את זמן המחזור של הסיבוב
 :פתרון
 mg=Τ :מתבטל עם כח המשקל T -המרכיב האנכי של המתיחות בחוט θcos
 r :והמרכיב האופקי מספק את הכח הצנטריפוגליmv2
 sin =Τ θ
 θsinLr :קיים =
 θθθθ :לכן cos22 sinsinsin mgLLmv =Τ⋅=
 T :ןלכL
 TrLg vv θππ
 θθ sin22
 cossin , ===
 sL :ומכאן gL
 Lg3.222sin2 8.9
 37cos7.1cossin
 sin2 ====Τ °ππθπ θθ
 θ
 :18דוגמה
 sנעה במהירות קבועה kg1600 מכונית במסה שלmv mRעל דרך מעגלית שטוחה ברדיוס =20 190= .
 ?הדרוש בין הצמיגים לבין הדרך על מנת שהמכונית לא תחליק sµמה הערך המינימלי של
 :י כח החיכוך הסטטי ולכן"הכח הצנטריפוגלי מסופק ע
 21.01908.920222
 ===⇒== ⋅gRv
 sssRmv mgN µµµ
 :19דוגמה
 אחרי (מאחר שלא תמיד ניתן לסמוך על כח החיכוך ביחוד אם הדרך רטובה
 גביה את צד נוהגים לה) או מיץ עגבניות(או כאשר יש שמן ") גשם ראשון"
 נעה mהנח שמכונית במסה . הדרך המרוחק יותר ממרכז מעגל העקמומיות
 sשל vבמהירות קבועה m20 בדרך עקומה עם רדיוס עקמומיות mR 190= .
 ?ים לסמוך על החיכוך אם לא רוצ, באיזו זוית יש להגביה את צד הדרך
 :פתרון
 Nאנו מתעלמים מהחיכוך ואז נוח לפרק את r
 :קיים ,למרכיב אנכי ולמרכיב אופקי
 RmvNmgN
 2
 sin,cos == θθ
 ===⇒=° :ולכן ⋅ 12215.0tan 1908.92022 θθ gR
 v
 mg
 T
 θ
 mg
 N
 θ
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 :20דוגמה
 במהירות הולכת רוטור הוא מתקן שעשועים בצורת גליל שנכנסים לתוכו ואז הוא מתחיל להסתובב
 נתון שמקדם . במהירות מסוימת מורידים את התחתית למטה והאנשים נשארים דבוקים לדופן. וגדלה
 .m1.2ורדיוס הרוטור הוא 4.0בין האנשים לדופן הוא sµ החיכוך הסטטי
 ?בב את הרוטור לפני שמורידים את התחתית מהי המהירות המינימלית שבה יש לסו
 ?kg49מהו הכוח הצנטריפטלי שפועל אז על אדם במסה של
 :פתרון
 .הכוח הנורמלי לדופן מספק לאנשים את הכוח הצנטריפטלי
 R :קיים אפואmvN
 2
 =
 :ליבמקרה הגבו. כוח החיכוך הסטטי צריך להיות גבוה מכוח המשקל
 smRgRg
 Rmv
 ss ssvvNmg 2.74.0
 8.91.222
 ===⇒=⇒== ⋅µµµµ
 NN :ואז s
 mg 12004.08.99.4 === ⋅
 µ
 מטבעות 3 -כוח צנטריפוגלי :58הדגמה
 ורואים תדיסקיהמתחילים לסובב את . מטבעות המסתובבת ברדיוסים שונים שלוש תעל דיסקי
 , גבוההבמהירות זויתית יותר , )שנמצא ברדיוס הגבוה ביותר(המטבע החיצוני ושבהתחלה ניתק ממקומ
 .המטבע שנמצא ברדיוס הפנימי - המטבע שנמצא ברדיוס האמצעי ובמהירות זויתית עוד יותר גבוהה
 :מטבע ניתקת כאשר כוח החיכוך הסטטי אינו יכול לספק את הכוח הצנטרפטלי במצב הגבולי: הסבר
 Srmv mgµ=
 2
 rvאולם ⋅=ω, ולכן rg
 SSmgrm µωµω =⇒=2
 .בוההיותר ג ω צריך , יותר קטן r-ככל ש, ולכן
 כדור בכלי מסתובב: 59הדגמה
 הכדור מקבל לאט לאט , כתוצאה מהחיכוך .מסובבים כלי מזכוכית שבתוכו יש כדור
 שמפעילה עליו הדופן המהירות של דופן הכלי ואז הוא עולה כך שהכוח הנורמלי את
 יכול לספק לו את הכוח הצנטרפטלי הדרוש לו על מנת להמשיך ולנוע בתנועה
 .מעגלית
 כפורעס -כוח צנטרפטלי : 60מה הדג
 .המשקולת מספקת את הכוח הצנטרפטלי. מסובבים מסה מחוברת לחוט למשקולת
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 תנועה משיקית -כוח צנטרפטלי : 61הדגמה
 . מסובבים את הדיסקה והמשקולת עולה למצב כמעט אופקי. י חוט לדיסקה אופקית"משקולת מחוברת ע
 ).ולכן בכוון מתיחות החוט(בקו ישר משיק לכוון סיבובה החוט ורואים שמשקולת ממשיכה אתחותכים
 מטוטלת קונית -כוח צנטרפטלי : 62הדגמה
 מודדים את זמן המחזור . מסובבים את ציר המטוטלת עד שהיא מגיעה לרדיוס מסוים
 T.
 טלת מפסיקים את הסיבוב ומודדים את הכוח האופקי שיש להפעיל על המטו -אחר כך
 T :משווים אותו לחישוב של הכוח. על מנת להגיע לאותו רדיוסr
 rmv v π22
 =
 .kg1.0וזה מתאים למשקולת שהיא במסה של N98.0הכוח יצא
 הכוחות בטבע
 קשורים , שטחכמו למשל מתיחות בחוט והכוח הנורמלי למ, כל הכוחות שפועלים באמצעות מגע פיזי
 פרט להם קיימים .כוח הכובד הוא כוח אחר .באופן בסיסי לכוחות בינאטומיים ולכן לכוח האלקטרומגנטי
 אקטיביות והכוח -הכוח החלש שמתבטא בסוג מסוים של התפרקויות רדיו :עוד שני כוחות יסודיים בטבע
 שני כוחות אלה פועלים .אטוםהחזק שמחזיק את הפרוטונים והנויטרונים צמודים זה לזה בתור גרעין ה
 ~m1310(קצר מאוד בטווח .ולכן אנו לא חשים בהם בחיי היום יום )−
 פרס נובל השנה . מגנטי והכוח החלש-לפני כשלושים שנה נמצאה תיאוריה שמקשרת בין הכוח האלקטרו
 הניסיונות שנעשו עד כה על כל. ים שחקרו אספקטים מסוימים של תיאוריה זויזיקאניתן לשני פ) 1999(
 .מנת לבדוק את התיאוריה הזו מאשרים אותה
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 עבודה ואנרגיה
 הוא , בנוסף לכך. הטיפול במונחים של עבודה ואנרגיה נותן דרך אחרת להבין את המכניקה הניוטונית
 . או שקשה מאד לפתור באמצעות שימוש ישיר בחוק השני של ניוטון, מאפשר לפתור בעיות שלא ניתן
 א מאפשר לנו לקבל את המצב הסופי של גוף או מערכת כאשר ידוע המצב ההתחלתי וידועים הכוחות הו
 ) 'מהירות וכו, מיקום(כ אין לנו אפשרות לחקור את התפתחות המערכת "אולם בד, הפועלים על המערכת
 .כפונקציה של הזמן
 :ממדי ראינו שקיים- החד במקרה. נתחיל ממצב שבו פועל על גוף כוח קבוע ואז יש לו תאוצה קבועה
 advv 220
 2 +=
 למצב שבו יש לו מהירות 0vהוא הדרך שהגוף ביצע ממצב שבו הייתה לו מהירות התחלתית dכאשר
 .v סופית
 davv :ממדי ראינו הכללה של משוואה זו- במקרה התלתrrrr
 220
 2 +=
 אל הנקודה שבה יש לו 0vהוא הווקטור המחבר את הנקודה במרחב שבה יש לגוף מהירות dכאשר
 m2- אם נכפיל את המשוואה הזו ב. vמהירות dammvmv :נקבל, 1
 rr+= 2
 0212
 21
 dFmvmv :אם נשתמש בחוק השני של ניוטון נקבלrr
 =− 202
 1221
 dFהגודל rr
 Fנקרא בשם העבודה שמבצע הכוח r
 0r על הגוף כאשר הגוף נע מנקודה r
 rלנקודה r
 והוא
 .W-מסומן ב
 2הגודל 21 mv נקרא בשם האנרגיה הקינטית של הגוף ומסומן ב-K .פואיקיבלנו א: WKK =− 0
 2 :הוא Kושל W של )יחידות( הממד
 2
 ][][TMLKW ==
 Joule היחידה היא, כלומרs
 mkg =⋅2
 2
 .J-היחידה מסומנת ב.
 Jerg :היחידה היא c.g.sביחידות s
 cmg 7102
 2 −⋅ ==.
 :electron-voltהיא , נפוצה בפיזיקה אטומית, יחידה אחרת לאנרגיה
 ergJeVvoltelectron 1219 106.1106.11 −− ×=×==−
 :חלקיקים אלמנטריים יזיקה שלוממנה נגזרות יחידות אחרות שנפוצות בפיזיקה גרעינית ובפ
 eVTeVeVGeVeVMeVeVkeV 12963 10101010 ====
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 ואז האנרגיה הקינטית , אם לכח יש מרכיב חיובי בכיוון הדרך, העבודה שמבצע כוח יכולה להיות חיובית
 העבודה שהוא מבצע היא שלילית , אם לכוח יש מרכיב שלילי בכיוון הדרך, לעומת זאת. של הגוף גדלה
 .נהואז האנרגיה הקינטית קט
 העבודה שהוא מבצע מתאפסת והאנרגיה הקינטית , כמו למשל בתנועה מעגלית, אם הכוח ניצב לדרך
 .נשארת קבועה
 כמובן שבחישוב הגידול באנרגיה הקינטית יש להביא בחשבון את הכוח השקול שפועל על הגוף שהוא
 ת שמבצעים כל אפשר לאמר שהעבודה שמבצע הכוח השקול היא סכום כל העבודו. סכום כל הכוחות
 iii :הכוחות שמרכיבים אותו כ WdFdFW ∑=∑=∑=rrrr
 )(
 :1דוגמה
 :מפעיל האדם על הארגז כח של, על מנת להאט אותו. ארגז שזיפים מחליק על הרצפה לעברו של אדם
 NjiF )ˆ6ˆ2( −=r
 3][ :ובמשך הפעלת הכח ממשיך הארגז לנוע למרחק mid −=r
 ?ודה שהאדם ביצע על הארגז מהי העב. א
 ?בתחילת הבלימה מהי האנרגיה הקינטית בסופה J10אם לארגז היתה אנרגיה קינטית של . ב
 :פתרון
 JijidFW .א 6)ˆ3)(ˆ6ˆ2( −=−−=⋅=rr
 JWKKWKK .ב 461000 =−=+=⇒=−
 .מהאנרגיה הקינטית של האדם J6כלומר הכוח הוריד
 :ודת כוח הכובדעב
 gm כוח הכובד הוא r
 θsindmgWg :העבודה שהוא מבצע היא, ולכן ⋅=
 θכאשר כך שאם לגוף יש מרכיב , כוח הכובד פועל כלפי מטה. היא הזווית בין כוח הכובד לבין המרחק
 העבודה , ואם יש לגוף מרכיב תנועה כלפי מעלה, חיובית העבודה שמבצע כוח הכובד, תנועה כלפי מטה
 .שמבצע כוח הכובד היא שלילית
 אזי , חפץ מסוים דלהרים או להורי נתמ-למשל על, שפועל בנוסף לכוח הכובד, אם אנו מפעילים כוח אחר
 ga :יתקיים, aW- אם נסמן את העבודה שהוא מבצע ב WWKK +=− 0
 0KK :אם אנו מעלים את החפץ במהירות קבועה אזי =
 ga: ולכן WW φcosmgdWa :או =− −=
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 T
 T
 θ
 :2דוגמה
 י חבל עם גלגלת במעלה מישור "נמשך ע kg15ארגז גבינה במסה של
 .משופע במהירות קבועה
 כאשר ידוע , י כוח המשקל"הארגז עמהי העבודה המתבצעת על . א
 mL שאורך השיפוע לאורכו נמשך הארגז הוא .m5.2 והגובה אליו הוא מגיע הוא, =57.0
 ?י המתיחות בחוט"מהי העבודה המתבצעת ע. ב
 :פתרון
 mhdלפי הנתון 5.2cos −=−=φ ולכן: JmghWg 3685.28.915 −=⋅⋅−=−=
 θsinmgT :שווה ל Tהמתיחות : ניתן לקבל אותה תוצאה בדרך אחרת אולם =
 LmgWT :ולכן Lוהיא פועלת לאורך דרך של θsin=
 hL אולם =θsin ,ולכן: JmghWT 368==
 :3דוגמה
 sיורדת במהירות קבועה של kg500ל מעלית במסה שm4 כאשר לפתע הכבל שמחזיק אותה מתחיל
 5 ונותן לה ליפול עם תאוצה קבועה של, להחליק ממקומוgarr
 .m12 לאורך דרך של, =
 ?להי משק"מהי העבודה שמתבצעת על המעלית ע. א
 ?י הכבל שמושך אותה למעלה"מהי העבודה שמתבצעת על המעלית ע. ב
 ?מהי העבודה הכוללת שמתבצעת על המעלית. ג
 ?מהי האנרגיה הקינטית של המעלית בסוף הדרך. ד
 ?מהי מהירות המעלית בסוף הדרך. ה
 :פתרון
 :ת המעלית היא בכיוון כוח הכובד ולכן העבודה של כוח הכובד היאעתנו. א
 Jmgd 58800128.9500 =⋅⋅=
 5אם המעלית נופלת בתאוצה . בgarr
 5 זה אומר שהכח הכללי הפועל עליה הוא =mg . מאחר שכח הכובד
 ולכן , רדת כלפי מטההמעלית יו. וכוונה כלפי מעלה mg8.0אזי המתיחות בחוט צריכה להיות , mg הוא
 :המתיחות מבצעת עבודה שלילית שהיא
 Jmgd 47000128.95008.08.0 −=⋅⋅⋅−=−
 העבודה הכוללת שמתבצעת על המעלית היא סכום העבודות של שני הכוחות הפועלים עליה ולכן . ג
 JWWW :היא Tg 118004700058800 =−=+=
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 JmvK :האנרגיה הקינטית של המעלית בתחילת הדרך היא. ד 40004500 2212
 021
 0 =⋅⋅==
 JWKK :ולכן האנרגיה הקינטית בסוף הדרך היא 158001180040000 =+=+=
 2 :מהירות המעלית בסוף הדרך מתקבלת מתוך. ה
 2
 2.6350015800222
 sm
 mKv === ⋅
 s :ולכןmv 9.7=
 נו קו ישרנעבודה של כוח משתנה או שהמסלול אי
 נו קבוע לאורך כל הדרך והמסלול היה עד עכשיו חישבנו עבודה ואנרגיה קינטית כאשר הכח המופעל ה
 נשאלת השאלה מה . כל החשבונות שלנו היו לגמרי אקויולנטיים לשימוש בחוק השני של ניוטון. קו ישר
 נראה . קורה כאשר הכח אינו קבוע והדרך לא בהכרח קו ישר
 בתחילה מה עושים במקרה שבו הדרך היא קו ישר ונבחרה לאורך
 הציור משמאל . x נניח שגם הכח הפועל הוא רק לאורך ציר. xציר
 אפשר לחלק את הדרך . מתאר גרף של הכח כפונקציה לדרך
 כך שבכל אינטרוול אפשר להניח שהכח , לאינטרוולים מספיק קטנים
 xF)(- ב j-אז נסמן את הגודל של הכח באינטרוול ה. הוא קבוע j
 אזי העבודה שמתבצעת על ידי הכח ). לוקחים ממוצע באינטרוול אנו(
 :איכאשר הגוף נע באינטרוול הזה ה
 xxFW :ולכן בסך הכל העבודה המתבצעת היא jj ∆= )(
 ∑ :אזי קטנים כאשר הולכים לאינטרוולים יותר ∫=∆=→∆
 j
 x
 x
 jx
 f
 i
 dxxFxxFW )()(lim0
 :4תוספת לפני דוגמה
 אבל הדרך היא לא , שבו הכוח הוא קבוע, נראה מה קורה במקרה פרטי
 דוגמה פשוטה לכך היא העבודה שמבצע כוח הכובד . בהכרח קו ישר
 .על גוף שמחליק למטה על מסלול עקום
 )( :קיים 12
 ),(
 ),(
 2
 1
 22
 11
 yymgdymgrdFr
 r
 yx
 yx
 −−=⋅−=⋅∫ ∫r
 r
 rr
 F- זאת מאחר שלr
 .xאין מרכיב בכיוון ציר
 ( )11, yx
 ( )22, yx
 x
 y
 F
 iX fX
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 rd- כי הוא צמיד ניצב ל, הכוח הנורמלי שמפעיל המסלול על הגוף אינו מבצע שום עבודהr
 אם אין , לכן.
 :אנו יכולים לאמר, חיכוך2
 1212
 221
 1212 )( mvmvKKyymg −=−=−−
 דבר זה לא היה ניתן לעשות .או את המהירות בכל גובה אחר נתון 2vובצורה כזו אנו יכולים לחשב את
 אנו לא מקבלים שום אינפורמציה לגבי , מצד שני. בצורה פשוטה מתוך שימוש ישיר בחוק השני של ניוטון
 .הזמן שלקח לגוף להגיע מהנקודה העליונה אל הנקודה התחתונה
 ],[ רווחקיבלנו שהעבודה היא אינטגרל של הכוח על ה ji xx .כאשר עוברים
 :י יש לנו מסלול במרחב שאינו קו ישרלבאופן כל, לשניים או שלושה מימדים
 :אנו מחלקים אותו לקטעים אינפיניטיסימליים ומחשבים את העבודה בכל קטע
 jjj rrFW ∆=∆ )(
 ∑∑ :ואז העבודה הכוללת היא ∆=∆= jjj rrFWW )(
 rובגבול שבו r
 ∫ :מקבלים 0 -שואפים ל ∆ ∫ ++=f
 i
 f
 i
 r
 r
 r
 r
 zyx dzFdyFdxFrdrF
 r
 r
 r
 r
 )(
 .של אינטגרל שנקרא אינטגרל קווי זהו סוג מיוחד
 n-אם מחלקים את המסלול ל. נשאלת השאלה כיצד מתקשרת עכשיו העבודה עם האנרגיה הקינטית
 nfi :אינטגרלים ונסמן rrrrrrrr
 == 0
 jr−1 וא ביןה j-האינטגרל הr
 jr- ל r
 j .באינטגרל ה-j מראאפשר ל:
 12
 12
 21
 21 )()2( −− −=−=∆=∆=∆=∆ jjjjjjjjjjj KKvvmramramrFW
 rrrrrr
 )()()()()( :ולכן 121231201 −−− −+−++−+−+−=∆=∑ nnnnj KKKKKKKKKKWW L
 ifn :כלומר יוצא. מתבטלים פרט לראשון ולאחרון jK-ואנו רואים שכל ה KKKKW −=−= 0
 העבודה של סכום הכוחות הפועלים על גוף עדיין יוצאת שווה להפרש בין האנרגיה הקינטית , כלומר
 גם אם הכוחות הפועלים על הגוף משתנים וגם אם מסלול התנועה של הגוף איננו , הסופית וההתחלתית
 יות שבהן התאוצה הכללה זו של הקשר בין עבודה ואנרגיה קינטית מאפשרת לנו לטפל גם בבע. קו ישר
 העבודה שמתבצעת על ידי כוח הכובד ומתיחות החוט על הארגז , 2בדוגמה , למשל. איננה קבועה
 , אבל באמצע המהירות יכולה להשתנות, מתאפסת כל עוד האנרגיה הקינטית בהתחלה ובסוף זהות
 .והמסלול לא חייב להיות קו ישר
 → ri
 → rf
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 :4דוגמה
 jixF כוח שקול ˆ4ˆ3 +=r
 איזו עבודה נעשית . פועל על חלקיק N- מתקבל ב F- ו m-נמדד ב xשר כא ,
 יורדת או נשארת , האם מהירות החלקיק עולה? )0,3(- ל )3,2(על החלקיק כאשר הוא נע מקואורדינטות
 ?קבועה
 :פתרון
 ∫∫∫ +=+⋅)0,3(
 )3,2(
 )0,3(
 )3,2(
 )0,3(
 )3,2(
 43 dyxdxdyFdxFrdF yx
 rr
 זאת בזכות , yוהשני על xהאחד על , את האינטגרל הזה ניתן להפריד לסכום של שני איטגרלים
 xF-העובדה שr
 yF-ו, y- לא תלוי ב r
 בעצם גם לא חשוב המסלול המדויק שבו נעים , לכן . x- לא תלוי ב
 :מתקבל איפוא .)0,3(לנקודה )3,2(מהנקודה
 ∫ ∫ −=−=−+−=+=+=3
 2
 0
 3230
 3
 3
 22 5.4125.7)30(4)49(43432
 JydyxdxW x
 .ף קטנה ולכן מהירותו יורדתהתקבלה עבודה שלילית וזה אומר שהאנרגיה הקינטית של הגו
 עבודה הנעשית על ידי כוח קפיץ
 ואז הוא לא , לקפיץ יש אורך טבעי שבו הוא לא מתוח ולא מכווץ
 אותו כך תוחאפשר למ ,מפעיל שום כוח על גוף אליו הוא מחובר
 dשיתארך בווקטור ההעתקה r
 ואז הוא יפעיל כוח משיכה על הגוף
 ואז הוא יפעיל כוח דחיפה על , אפשר גם לכווץ אותו x- הפוך לבכיוון
 שהכוח , באופן אמפירי, מסתבר. x- שוב בכיוון הפוך ל,הגוף
 dkF :מראפרופורציונלי להתארכות הקפיץ ולכן אפשר לrr
 −=
 שם מדען בריטי בסוף המאה על ) Hooke(וסחה זו נקראת חוק הוק נ
 m היא נקרא קבוע הקפיץ והיחידה שלו k .17- הN אם נבחר את ציר
 x מראלאורך הקפיץ אזי אפשר ל: kxF −=
 :אהעבודה המתבצעת על ידי הכוח שמפעיל הקפיץ הי
 ∫∫ −−=−=−==f
 i
 f
 i
 f
 i
 x
 x
 if
 x
 x
 x
 x
 s xxkkxdxkxFdxW )()( 22
 212
 21
 F
 m F
 dr
 dr
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 aFנניח עתה שיש לנו עצם שמחובר לקפיץ ואנו מפעילים עליו כוח נוסף r
 לאורך דרך מסוימת כך שהכוח
 as :סך כל העבודה המבוצעת על הקפיץ היא לכן.aWהזה מבצע עבודה WW +
 saif :ית כלומרוזה שווה לשינוי באנרגיה הקינט WWKKK +=−=∆
 ifאם KK +=0 :אזי, התחלנו וסיימנו את הפעולה כאשר הגוף במנוחה, למשל, = sa WW
 sa :לכןו WW −=
 י כח חיצוני כנגד הקפיץ כך שהאנרגיה הקינטית לא משתנה שווה למינוס"העבודה מתבצעת ע, כלומר
 .העבודה שמבצע הקפיץ
 קבוע . שים לב שאורך הקפיץ במצב המשוחרר אינו מופיע בנוסחאות אולם הוא משפיע על קבוע הקפיץ
 .בעובי הסלילים ובאופן שבו מכינים את הקפיץ, בחומר ממנו עשוי הקפיץ, הקפיץ תלוי באורכו
 :5דוגמה
 על מנת ) הקצה השני צמוד לקיר(ה החופשי של קפיץ על בלוק שצמוד לקצ N9.4מפעילים כח של
 .mm12-לשמור על הקפיץ מתוח מהמצב הרפוי שלו ב
 ?מהו קבוע הקפיץ. א
 ?ממצבו הרפוי mm17-מהו הכח שמפעיל הקפיץ על הבלוק אם מותחים אותו ב. ב
 ?ממצבו הרפוי mm17-שר הקפיץ נמתח במהי העבודה שמבצע כח הקפיץ על הבלוק כא. ג
 -כ מקווצים אותו ל"ונותנים לבלוק לחזור למצב שבו הקפיץ רפוי ואח mm17-אם הקפיץ מתוח ב. ד
 mm12 ,מהי העבודה שמבצע כח הקפיץ על הבלוק?
 :פתרון
 m .אN
 xFk 40831012
 9.4 === −⋅−
 NkxF .ב 9.6017.08.40 −=⋅−=−=
 JxxkW .ג ifs 059.0)0017.0(408)( 22122
 21 −=−⋅−=−−=
 JxxkW .ד ifs 030.0)017.0012.0(408)( 222122
 21 =−⋅−=−−=
 :6דוגמה
 נע על שולחן חסר חיכוך במהירות קבועה kg7.5בלוק בעל מסה של
 smv 2.1=.
 , באיזה אורך מתכווץ הקפיץ .הוא נעצר תוך כיווץ קפיץ שנמצא בדרכו
 mע הקפיץ הוא ושקב ן אם נתוN1500?
 m
 v
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 :פתרון
 .האנרגיה הקינטית של הגוף הופכת לעבודה שמתבצעת על הקפיץ
 2 :קיים212
 21 mvKKkdW ifs −=−=−=
 mvd :ולכן km 074.02.11500
 7.5 =⋅==
 הספק
 אפשר להגדיר הספק . העבודה המתבצעת ליחידת זמן, כלומר, הספק הוא הקצב שבה עבודה מתבצעת
 t: אזי ההספק הממוצע יהיה, ∆Wמתבצעת עבודה ∆tאם בזמן : וצעממWP ∆
 אפשר להגדיר , וכמו כן =∆
 dt :הספק רגעיdWP =
 Watt :(Ws(היחידה שבה מודדים הספק היא ואט J 11 שעסק במנועי קיטור , אטיימס ו'על שם ג, =
 Whp :כוח סוס: יחידות אחרות של הספק. והגדיל את הקצב של עבודתם 7461 =
 .GW -וואט -וגיגה MW - וואט - מגה, kW -וכמובן שמהואט נגזרים קילוואט
 :אול ולפעמים מודדים אנרגיה ביחידות של קילואט שעה'צה מהגהוואט היא אפילו יותר נפו
 JsWkWh 63 106.33600101 ⋅=⋅=
 vFvFP dtdxF
 dtdW rr
 ⋅=⋅=== ⋅ θθ coscos
 :7דוגמה
 1Fכוחות r
 2F-ו r
 פועלים על קופסה שמחליקה ימינה על רצפה חסרת
 1Fכוח . חיכוךr
 2Fוכוח , N0.2בשיעור פקי שמאלההוא או r
 הוא בזוית
 מהירות הקופסה ברגע . N0.4לרצפה ימינה בשיעור של °60של
 sמסויים היא m3.
 האם ההספק הכולל ? הקופסה באותו רגע מהו ההספק כתוצאה מכל אחד מהכוחות הפועלים על. א
 ?משתנה באותו רגע
 2Fאם הגודל של . בr
 האם ? מהו עכשיו ההספק של כל אחד מהכוחות ומהו ההספק הכולל, N0.6הוא
 ?הוא משתנה
 :פתרון
 1Fההספק של . אr
 : WvF 6180cos321 −=°⋅=⋅rr
 60
 °
 2Fr
 1Fr v
 r
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 2Fהספק של הr
 : WvF 660cos342 =°⋅=⋅rr
 לא מועברת עבודה לקופסה ולכן האנרגיה הקינטית שלה נשארת , כלומר, W0ההספק הכולל הוא , לכן
 .ההספק קבוע ולא משתנה בזמן -גם המהירות קבועה ולפיכך , לכן. קבועה
 2Fההספק של , במקרה זה. בr
 WvF :הוא 960cos362 =°⋅⋅=⋅rr
 WPtot :ולכן ההספק הכולל הוא 396 =+−=
 W3-ולפיכך ההספק הכולל גדל והוא שווה ל, המהירות גדלה, לכן האנרגיה הקינטית גדלה
 sכאשר המהירות היא , רק באופן רגעיm3.
 :ואנרגיה במערכות ייחוס שונות עבודה
 כלומר שאינם , הגדלים שנשארים אינברינטיים, כאשר עוברים ממערכת ייחוס אינרציאלית אחת לשנייה
 . העתק של חלקיק או מהירותו אינם אינבריאנטיים, לעומת זאת. מסה וזמן, תאוצה, משתנים הם כוח
 dFW, גם העבודה, לכןrr
 גם האנרגיה הקינטית שתלויה בעבודה איננה . יאנטיתאיננה אינבר =⋅
 KWלעומת זאת הכלל . אינבריאנטיית עקרון האינבריאנטיות פיסיקה אומר .הוא כן אינבריאנטי =∆
 למרות שלגדלים פיסיקליים מסויימים : כלומר. שלחוקי הפיסיקה יש אותה הצורה בכל מערכת ייחוס
 החוקים הפיסיקליים חייבים להיות אותם בכל מערכת , ונים במערכות ייחוס שונותיכולים להיות ערכים ש
 שרה נמצאת בתוך מעלית שקופה שנעה כלפי מעלה : נראה בתור דוגמה את המצב הבא.פיסיקלית
 vבמהירות r
 ולה המעלית ע. יצחק עומד על מרפסת ומשקיף על המעלית ועל שרה בתוכה. ומחזיקה ספר
 Fאני מפעילה כח : שרה אומרת. h בגובהr
 אולם mבכוון מעלה על מנת להחזיק את הספר שמסתו
 gmגם כוח המשקל . כוח זה לא מבצע שום עבודה כי הספר במערכת שלי במנוחהr
 בכיוון מטה לא
 פ המשפט המקשר "ע, ולכן 0העבודה הכוללת שמתבצעת על הספר היא , לכן. בצע שום עבודהמ
 : האנרגיה הקינטית של הספר לא צריכה להשתנות וזה מה שאני אכן רואה, עבודה עם אנרגיה קינטית
 .הספר כל הזמן במנוחה במערכת שלי
 Fשרה מפעילה כוח : יצחק אומרr
 ולכן היא מפעילה עבודה hבכיוון מעלה והספר נע מעלה לגובה
 mgh+ .כוח המשקל גם כן מבצע עבודה על הספר שהיא mgh− .העבודה הכוללת המתבצעת על , לכן
 האנרגיה , ואמנם גם בהתחלה וגם בסוף. נטית לא צריכה להשתנותוהאנרגיה הקי 0הספר היא
 2 הקינטית של הספר היא21 mv.
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 כוחות משמרים ולא משמרים
 ה איננה תלוי b-ו aהוא כוח שהעבודה שהוא מבצע על גוף בין הנקודות ) Conservative(כוח משמר
 .במסלול
 baba :כלומר WW 21 =
 ∫∫ :או ⋅=⋅baba
 rdFrdF21
 rrrr
 :דוגמאות לכוחות משמרים
 )( :י"העבודה שמבצע כוח הכובד נתונה ע, כפי שראינו בעבר. כוח הכובד. א abg yymgW −−=
 .b לנקודה aואין זה משנה מהי צורת המסלול שבו נענו מנקודה
 )( :ראינו שהעבודה שמבצע הקפיץ על גוף הקשור אליו הוא. כוח הקפיץ. ב 2221
 abs xxkW −−=
 bx- ל ax-כאשר משווים אורך מ, אבל בכל זאת, לכאורה יש רק מסלול ישר כאשר משווים אורך של קפיץ
 <<0- למשל נניח ש. את באינסוף אופניםאפשר לעשות ז ab xx .הקפיץ מתוח במצב ההתחלתי , כלומר
 .ואז הוא נמתח עוד יותר
 ואז להגדיל אותה cxאבל אפשר גם קודם להקטין את מתיחותו לערך , אפשר לעשות זאת בצורה ישירה
 :במקרה זה למסלול יש שני חלקים. bx-ל cx-מ
 )()()( 222122
 2122
 21
 abcbaccbacab xxkxxkxxkWWW −−=−−−−=+=
 .b-ל a-וזה יוצא אותו הדבר כמו מתיחה ישירה מ
 ן כ b- ו aהוא כוח שהעבודה שהוא מבצע על גוף בין הנקודות ) Nonconservative(כוח שאינו משמר
 .תלויה במסלול
 , ככל שהיא ארוכה יותר. b-ו a עבודת כוח החיכוך תלויה באורך הדרך שמתבצעת בין הנקודות: דוגמה
 כוח החיכוך הקינטי הוא קבוע , שתי נקודות על שולחן אופקי הן b- ו aאם למשל . כן גדלה העבודה
 abkf :בגודלו והעבודה שהוא מבצע שווה ל lfW ⋅−=
 וברור שהוא יהיה תלוי בצורת המסלול b-ו a הוא אורך המסלול בין הנקודות ablכאשר ,
 .יהיה מינימלי עבור מסלול שהוא קו ישרו
 במקום להשוות את העבודה שמתבצעת בין שתי נקודות לאורך מסלולים שונים המחברים
 עבור . אפשר להסתכל על העבודה שמתבצעת כאשר הגוף נע לאורך מסלול סגור, ביניהן
 תי שתמיד ניתן לבחור ש, הסיבה היא. העבודה לאורך מסלול סגור מתאפסת, כוח משמר
 a
 b
 2
 1
 a
 b
 2 1

Page 59
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 abbaaba :ואז b- ו a, נקודות כלשהן לאורך המסלול הסגור WWW 2121 +=
 ba :אולם
 baab
 ab WrdFrdFW 2
 22
 2 −=⋅−=⋅= ∫∫rrrr
 rdהכוח נשאר אותו הדבר אבל הכיוון של , מאחר שכאשר הולכים לאורך אותו מסלול בכיוון הפוך, זאתr
 rdFמתהפך ולכן המכפלה הסקלרית rr
 .הופכת סימן ⋅
 baba :אזי, אם הכוח הוא כוח משמר WW 12 021: ולכן יוצא = =abaW.
 baba: אזי, אם הכוח אינו כוח משמר WW 12 021: ולכן יוצא, ≠ ≠abaW
 ∫ : ל סגור מסומן בצורה הבאהאינטגרל קוי על מסלו ⋅ rdFrr
 אנרגיה פוטנציאלית
 . אנו יכולים להגדיר את המושג של אנרגיה פוטנציאלית) ורק עבור כוח משמר(כאשר יש לנו כוח משמר
 במערכתעבור כוח המשקל מדובר : למשל. שבה פועל הכוח המערכתאנרגיה פוטנציאלית מוגדרת עבור
 של במערכתמדובר , עבור כוח הקפיץ. הארץ שמפעיל כוח זה-ו פועל כוח המשקל וכדורשל הגוף שעלי
 .הגוף והקפיץ
 מעל yלמצב שבו גוף שנמצא בגובה , למשל. לכל מצב של המערכת יש אנרגיה פוטנציאלית מסוימת
 .gUהארץ יש אנרגיה פוטנציאלית מסוימת -פני כדור
 מוגדר בתור מינוס , ∆gU, משתנה גם האנרגיה הפוטנציאלית והשינוי בה, משתנה yברגע שהגובה
 WU העבודה שביצע כוח הכובד gg −=∆
 וברגע שהתארכות sUמסוימת יאליתיש אנרגיה פוטנצ xלמצב שבו הקפיץ מתוח בשיעור , באותו אופן
 :משתנה גם האנרגיה הפוטנציאלית והשינוי בה יהיה שוב, משתנה xהקפיץ
 ss WU −=∆
 ברגע שהעבודה . אפשר להבין את האנרגיה הפוטנציאלית בתור היכולת של המערכת לבצע עבודה
 .ולת קטנה בשיעור השווה לעבודה שהתבצעההיכ, מתבצעת
 ברור גם מדוע ניתן להגדיר אנרגיה פוטנציאלית רק במקרה של כוח משמר כי רק אז העבודה המתבצעת
 ל ולא באופן שבו היא "כאשר המערכת עוברת ממצב התחלתי למצב סופי תלויה רק בשני המצבים הנ
 באנרגיה ההפרשה פיסיקלית זה רק אנו רואים שמה שבאמת מוגדר מבחינ, כמו כן. עוברת
 אנו יכולים לבחור באופן שרירותי את המצב . הפוטנציאלית ולא האנרגיה הפוטנציאלית האבסולוטית
 .0הפיזיקלי שבו האנרגיה הפוטנציאלית היא
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 :אנרגיה פוטנציאלית גרביטציונית
 )( 12 yymgWU sg −=−=∆
 גם זה כמובן תלוי היכן ( y=0עבור 0ה הפוטנציאלית הגרביטציונית בתור אנו בוחרים את האנרגי
 mgyU :ואז) ראשית הצירים g =
 .כן גדלה האנרגיה הפוטנציאלית שלו, ככל שהגוף גבוה יותר, כלומר
 :אנרגיה פוטנציאלית של קפיץ
 )( 21
 222
 1 xxkWU ss −+=−=∆
 2 : ואז x=0עבור 0ואנו בוחרים את האנרגיה של קפיץ בתור 21 kxU s =
 נראית טבעית יותר במקרה של קפיץ כי אז בכל מצב x=0עבור sU=0הבחירה השרירותית של
 בכל sU=0וניתן היה לבחור , אולם גם כאן זה לא הכרחי, יה הפוטנציאלית תהיה חיוביתהאנרג, אחר
 .x ערך אחר של
 :שימור של אנרגיה מכנית
 WU :אזי, כאשר במערכת פועל רק כוח משמר, כפי שראינו −=∆
 KW :יחידי הפועל על הגוף אזי קייםראינו שגם זהו הכוח ה, מצד שני הוא השינוי ∆K כאשר ,=∆
 . באנרגיה הקינטית
 KU :לפיכך יוצא ∆−=∆
 ∆+∆=0 :או KU
 11221212 :או 0 KUKUKKUU +=+⇒=−+−
 KU הגודל נקרא האנרגיה המכנית ,גיה הפוטנציאלית והאנרגיה הקינטיתהסכום של האנר, כלומר, +
 גורמת , שמתבצעת, העבודה. קיבלנו אפוא שהאנרגיה המכנית הכללית נשמרת. הכללית של המערכת
 .או להפך, בעצם למעבר של אנרגיה מאנרגיה פוטנציאלית לאנרגיה קינטית
 אנו יכולים , במקרה כזה. כת כוח משמררק כאשר פועל במער, כאמור, האנרגיה המכנית הכללית נשמרת
 בלי , לסכום שלהן ברגע האחר, לקשר בין הסכום של האנרגיה הקינטית והפוטנציאלית ברגע אחד
 .ובלי לחשב את העבודה של הכוחות המעורבים, להתייחס למצב הביניים
 :למשל בתנועה של מטוטלת
 .אנרגיה עוברת מקינטית לפוטנציאלית וחוזר חלילה
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 :8דוגמה
 mhמחליק ממנוחה מראש מגלשה של מים בגובה של mילד במסה הנח . מעל בריכה =5.8
 .ומצא את מהירות הילד ברגע הגיעו לבריכה, שהמגלשה היא חסרת חיכוך
 :פתרון
 1122 :מחוק שימור האנרגיה UKUK +=+
 12
 121
 22
 221 mgymvmgymv +=+
 myv :)בהתחלה( 1ן שבמצב נתו 5.8,0 11 ==
 02 :קיים 2במצב =y
 s :ולכןmgyvgyvmgymv 9.125.88.9222 121
 221
 222
 1 =⋅⋅==⇒=⇒=
 :9דוגמה
 cmקפיץ בעל קבוע Nk cmdמכווץ בשיעור , בתוך רובה =5.7 שמים כדור . מהמצב הרפוי שלו =2.3
 באיזו . משחררים את הקפיץ כאשר הקנה בכיוון אופקי. בתוך קנה הרובה בצמוד לקפיץ g12במסה של
 ?מהירות נורה הכדור
 :פתרון
 1122 :מחוק שימור האנרגיה UKUK +=+
 2
 1212
 1212
 2212
 221 kxmvkxmv +=+
 01: נתון =v ,mx 032.01 −= ,02 =x 2 ושואלים עלv:
 sm
 mk
 mk xvxvkxmv 8032.0012.0
 75012
 21
 22
 212
 1222
 1 =⋅==⇒=⇒=
 :10דוגמה
 .מעל נהר m45עומדת על גשר בגובה kg0.61י במסה של 'קופצת בנג
 mLהיא קשורה לחבל אלסטי שאורכו במצב הרפוי הוא חוק הוק עם הנח שהחבל מקיים את =0.25
 m קבוע קפיץ שלN160.
 h מהו הגובה, אם הקופצת עוצרת לפני שהיא מגיעה למים . א של רגליה מעל המים בנקודה התחתונה
 ?ביותר
 .?מהו הכח השקול הפועל על הקופצת בנקודה התחתונה ביותר .ב
 :פתרון
 :שינוי באנרגיה הפוטנציאלית של הכובד הואה, ואז d-נסמן את התארכות החבל ב. א
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 )( dLmgymgU g +−=∆−=∆
 2 :השינוי באנרגיה הפוטנציאלית של החבל הוא21 kdU s =∆
 02 :שינוי באנרגיה הקינטית כי הקופצת התחילה וסיימה במנוחה ולכן ןאי21 =−− mgLmgdkd
 ( ) ( ) ( )md mgLk
 kmg
 k
 mgLkgmmg 79.3174.31111 8.96116025.2
 1608.9612222
 ±=+±=+±== ⋅⋅⋅+±
 md: רק הפתרון החיובי מתאים כאן ומתקבל mLd :ומכאן, =9.17 9.42259.17 =+=+
 m1.2הגובה של רגלי הקופצת מעל המים הוא ולכן
 :מתיחות החוט היא. כלפי מעלה Tכלפי מטה ומתיחות החוט mgבגובה זה פועל עליה כח הכובד . ב
 NkdT 28649.17160 =⋅==
 Nmg :וכח הכובד 5988.90.61 =⋅=
 N22665985864כ פועל עליה כח כלפי מעלה של "ולכן בסה אבל כח זה רק , למרות שהיא במנוחה −=
 .ל כלפי מעלה"י הכח הנ"רגעי כי מיד היא נמשכת ע
 ל עקום האנרגיה הפוטנציאליתאינטרפרטציה ש
 :xמימדי שבו האנרגיה הפוטנציאלית תלויה בקואורדינטה אחת -נצטמצם למקרה החד
 )(xUU =
 =−∫ :כי ניתן לחשב את הכח xU)(מתוך x
 x
 dxxFxU0
 )()(
 dx :מכאן נובעdUxF −=)(
 ∫∫ :וכחהה ∫∆+∆+
 ∆⋅−=−=
 −−=−∆+=∆
 xx
 x
 xx
 x
 x
 x
 xxFdxxFdxxFdxxFxUxxUU )()()()()()(0 0
 x :לכןוUxF ∆
 ∆−=)(
 dx :מקבלים x∆→0ובגבול שבו dUxF −=)(
 .x- יה לצנהוג לצייר גרף של האנרגיה הפוטנציאלית כפונק
 2 ,למשל במקרה של קפיץ21)( kxxU ולכן xעולה עם x ,)(xU<0עבור . =
 0<dxdU 0-ו>F, כלומר הוא פועל בכיווןx+.
 mgyU: במקרה של כח המשקל :ואז =
 U
 X
 U
 y
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 :כלשהו מהצורה הבאה xU)(נסתכל באופן כללי על
 .הכח מצוייר למטה
 ל יש אנרגיה "הנ אם לגוף מסויים שפועל עליו הכוח
 כלומר איננה תלויה , היא קבועה, Eמכנית כללית
 . ולכן נצייר אותה בצורת קו אופקי xבמיקום הגוף
 הפרש בין האנרגיה המכנית האנרגיה הקינטית תהיה ה
 מאחר שהיא חייבת .הכללית והאנרגיה הפוטנציאלית
 אזי נובע שהגוף לא יכול להיות באיזור , להיות חיובית
 .שבו האנרגיה הכללית נמוכה מהפוטנציאלית
 בתורת הקוונטים יש סיכוי מסויים שהחלקיק יוכל לחדור לאיזור שבו האנרגיה הכללית נמוכה
 .לם הסיכוי הזה הולך וקטן בצורה אקספוננציאלית ככל שהחדירה יותר ויותר עמוקהאו, מהפוטנציאלית
 אזי ברגע שהחלקיק מגיע לאיזור , גבוה x- אם האנרגיה הכללית יורדת לגובה שבו נמצאת הרמה ב
 זה נקרא . במנוחההוא נמצא במנוחה וכל הזזה קטנה שלו תשאיר אותו . אין לו כבר אנרגיה קינטית, הזה
 .מצב של שיווי משקל אדיש
 אין לו , זה" פיק"אזי ברגע שהחלקיק נמצא על , האמצעי" פיק"אם האנרגיה הכללית יורדת לגובה של ה
 אבל אם נזיז אותו קצת יפעל עליו כוח ששואף להרחיק אותו ממצב , הוא נמצא במנוחה. אנרגיה קינטית
 .פףלכן זה נקרא מצב של שיווי משקל רו. זה
 אזי שוב , או לגובה של המינימום התחתון, אם האנרגיה הכללית יורדת לגובה של המינימום הגבוה יותר
 אם נזיז קצת את הגוף יפעל עליו כוח שישאף להחזיר אותו למינימום ולכן זה נקרא . אין אנרגיה קינטית
 .מצב של שיווי משקל יציב
 אזי החלקיק יכול , הגבוה לבין הגובה של המקסימוםאם האנרגיה הכללית היא בין הגובה של המינימום
 כי ביניהם נמצא , אין לו אפשרות לעבור מאיזור אחד לשני. להיות או באיזור הימני או באיזור השמאלי
 .שבו האנרגיה הקינטית שלו שלילית" מחסום פוטנציאל"
 אם עובי התחום הוא , לימבחינה קוונטית קיים סיכוי סופי שהחלקיק יעבור מהאיזור הימני לשמא -שוב
 .זה נקרא אפקט המנהרה. מסדר גודל של מימדים אטומים
 ואז (שכאשר החלקיק מוגבל לתחום מסויים כתוצאה מאנרגיה פוטנציאלית , תופעה קוונטית נוספת היא
 יש ערכים בדידים של . הוא לא יכול לקבל ערך כלשהו של אנרגיה מכנית כללית") קשור"הוא נקרא
 .א יכול לקבל והם נקראים רמת אנרגיהאנרגיות שהו
 X F
 X
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 הגרדיינט, מימדים -3הקשר בין כח לאנרגיה פוטנציאלית ב
 zyxהאנרגיה הפוטנציאלית תלויה בקואורדינטות , מימדי- במקרה התלת :והיא מוגדרת בצורה ,,
 ∫ ⋅⋅−=r
 r
 rdFzyxU
 r
 r
 rr
 0
 ),,(
 Fלהגדרה זו יש משמעות רק אם r
 0rכלומר האינטגרל בין הנקודה , הוא כח משמר r
 rלנקודה r
 לא תלוי
 ),,(ע של "רק אז ניתן להגדיר את האנרגיה הפוטנציאלית בתור פונקציה חח. במסלול ביניהן zyxr =r
 .
 :נחשב את
 dzFdyFdxF
 rdFrdF
 rdFrdF
 zyxUzyxxU
 zyx
 zyxx
 zyx
 zyzxyx
 zyx
 zyxx
 zyx
 zyx
 zyx
 rrr
 rrrr
 rrrr
 ++−=
 =
 ⋅+⋅−=
 =
 ⋅−⋅−=
 =−∆+
 ∫
 ∫ ∫
 ∫ ∫∆+
 ∆+
 ,,
 ,,
 ,,,,
 ,,
 ,,
 ,,
 ,,
 ,,
 000
 000
 000 000
 ),,(),,(
 ומחבר xאזי אפשר לבחור את המסלול בתור קו ישר שמקביל לציר, רל לא תלוי במסלולמאחר שהאינטג
 xxעם xאת :ונשאר dz=0-ו dy=0לא משתנים לאורך המסלול לכן z- ו y-כך ש, +∆
 ∫∆+
 ∆∆−∆+ −=
 zyxx
 zyx
 xxxzyxUzyxxU dxF
 ,,
 ,,
 1),,(),,(
 כאשר , xלפי Uבאגף שמאל מתקבלת נגזרת של . −xFמקבלים באגף ימין x∆→0ובגבול שבו
 x: נגזרת כזו נקראת נגזרת חלקית והיא מסומנת בצורה. הם קבועים z-ו yמניחים שהמשתנים U∂∂.
 x :קיבלנו איפואU
 xF ∂∂−=
 z :בואתו אופן מתקבל גםU
 zyU
 y FF ∂∂
 ∂∂ −=−= ,
 Ukji מסמנים את הוקטור zU
 yU
 xU ∇=++ ∂
 ∂∂∂
 ∂∂
 rˆˆˆ
 .Uנט של וקוראים לו הגרדיי
 zyx: אפשר לומר ש kji ∂∂
 ∂∂
 ∂∂ ++=∇ ˆˆˆ
 r
 הוא נותן , Uשכאשר הוא פועל על פונקציה כלשהי , הוא אופרטור
 UF :קיבלנו איפוא. את הגרדיינט שלה ∇−=rr
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 ∇האופרטור r
 :כמו למשל, ניתן להגדיר גם דברים אחריםבאמצעותו . Nablaנקרא
 ( ) ( ) zF
 y
 F
 xF
 zyxxxxzyxkFjFiFkjiF ∂
 ∂∂
 ∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂ ++=++⋅++=⋅∇ ˆˆˆˆˆˆ
 rr
 Fואם r
 −∇U - הוא כח משמר ושווה ל r
 ] מתקבל ] UFzU
 yU
 xU ∆−=++−=⋅∇
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 2
 2
 2
 2
 2
 2rr
 Fהקומבינציה . האופרטור שהתקבל נקרא לפלסיאןrr
 Fנקראת דיברגנץ של ∇⋅r
 .
 :דבר אחר שניתן להגדיר
 ( ) ( ) ( )yF
 x
 F
 xF
 zF
 z
 F
 yF
 zyx
 zyxxyzxyz kji
 FFF
 kji
 F ∂∂
 ∂
 ∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂
 ∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂ −+−+−==×∇ ˆˆˆ
 ˆˆˆrr
 −=−=0 :ועבור כח משמר ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 ∂
 ∂
 ∂∂ UU yzzyz
 F
 yF yz
 ∇×=0 :כלומר. ל לגבי יתר האיברים"וכנ Frr
 F, אם הרוטור שלו: זוהי הדרך לבדוק אם הכוח הוא משמר או לאrr
 שמר אז הוא כוח מ, מתאפס ∇×
 ).הנחנו כאן שסדר הגזירות לא משנה(
 :דוגמה
 joulezyyxU: נתון )3( 232 )1,2,1(בנקודה Fחשב את . =− −−.
 ( )
 Nkjizykzyxjxyi
 jjiUF zU
 yU
 xU
 )ˆ16ˆ9ˆ12()2(ˆ)33(ˆ6ˆ
 ˆˆˆ
 3222 ++=−−−−−=
 =++−=∇−= ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 rr
 :דוגמה
 rU: נתון .Fקבל את . =1
 ) :קיים ) 21
 222
 2221 −
 ++++== zyxU
 zyx
 ) :ולכן ) 3
 23
 222221
 rx
 xU xzyx −=++−=∂∂
 33 :ובאותו אופן ,rz
 zU
 r
 yyU −=−= ∂
 ∂∂∂
 233 :ולכןˆˆˆˆ
 rr
 rr
 r
 kzjyixUF ===∇−= ++ rrr
 :קיים באופן כללי
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 rUzyx
 zyxUzzyxUzzyxU
 zzyyxUzyyxUzzyyxxU
 zyxUzzyyxxUU
 zU
 yU
 xU rr
 ∆⋅∇=∆+∆+∆=
 =−∆++∆+−
 −∆+∆++∆+−∆+∆+∆+=
 =−∆+∆+∆+=∆
 ∂∂
 ∂∂
 ∂∂
 ),,(),,(),,(
 ),,(),,(),,(
 ),,(),,(
 CzyxU :קבוע Uנניח שיש לנו משטח שבו =),,(
 zyxות זה מגדיר קשר כלשהו בין הקואורדינט( אם אנו משנים את ). ולכן זה מגדיר משטח במרחב, ,,
 r-הקואורדינטה מr
 rr- ל rr
 - נובע ממה שקיבלנו קודם ש, לכן. U∆=0אזי , כאשר אנו על המשטח +∆
 U∇r
 r- חייב להיות ניצב ל r
 r- מאחר ש. ∆r
 ∇U-זהו וקטור כלשהו על המשטח אזי נובע ש ∆r
 ניצב
 .למשטח
 rאם r
 rUאיננו על המשטח אזי ∆rr
 rעבור . נותן לנו את השינוי באנרגיה הפוטנציאלית ∇⋅∆r
 בעל אורך ∆
 rהשינוי יהיה מקסימלי אם , מסויםr
 ∇U-יהיה מקביל ל ∆r
 אפשר להגדיר את הגרדיינט בתור , כלומר.
 .אינו משתנה כלל U - משתנה בקצב המקסימלי ובכיוון ניצב לו Uהוקטור שכוונו הוא הכיוון שלאורכו
 mgzU, עבור כוח הכובד, למשל קבוע הוא משטח בעל גובה קבוע וברור שהכיוון Uמשטח בעל . =
 UFלכן . משתנה במהירות הגבוהה ביותר הוא כוון מעלה Uשבו ∇−=rr
 .וון מטההוא אכן בכי
 :53הדגמה
 .שימור אנרגיה במטוטלת
 מטוטלת נעה כאשר אנרגיה עוברת מפוטנציאלית לקינטית ומשם שוב
 אז היא מגיעה בכל זאת , אם שמים מוט שמקצר את המטוטלת. לפוטנציאלית
 י האנרגיה "לאותו גובה שהיתה מגיעה אליו ללא המוט בגלל שהגובה נקבע ע
 .מסלולהקינטית המקסימלית בתחתית ה
 :56הדגמה
 Mמושכת את העגלה במסה mהמסה . אויר-שימור אנרגיה במסילת
 בשלב זה מודדים את . עד שהיא מגיעה למשטח hלאורך גובה
 בר שני דגלונים הזמן בין מע-באמצעות מדידת Mהמהירות של המסה
 mghmvשאכן מתקיים , בודקים. זה מזה cm10במרחק =221.
 י כוח לא משמר"עבודה הנעשית ע
 .אזי האנרגיה המכנית שלה נשמרת, כאשר יש לנו מערכת שבה יש כוחות משמרים
 .משתנה אזי האנרגיה המכנית, אם מפעילים כוח חיצוני שהוא לא בהכרח משמר
 M
 m
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 KWW קיים ca ∆=+
 EUKWKW :לכן. היא העבודה שמבצעים הכוחות המשמרים cWכאשר ca ∆=∆+∆=−∆=
 אפשר לומר שהיא בעצם . העבודה שמבצע הכוח החיצוני שווה לשינוי באנרגיה של המערכת, כלומר
 .האנרגיה שמועברת למערכת או מהמערכת דרך כוח
 , כוח החיכוך הסטטי כמובן לא מבצע שום עבודה. כוח אחר שהוא לא בהכרח משמר הוא כוח החיכוך
 :אבל כוח החיכוך הקינטי מבצע עבודה שהיא בכיוון הפוך לדרך ולכן היא שווה ל
 dfdfW kkf ⋅−=⋅=rr
 dfE :ולכן k ⋅−=∆
 dfWE :ומסמנים. עבודה זו מתבזבזת לחום kf ⋅−==int . לפעמים מפרידים בין החום שעובר לגוף
 והחום שעובר למשטח ומגדירים את העבודה שמתבצעת על הגוף בתור החלק של האנרגיה שהתבזבז
 .לצורך חימום המשטח בלבד
 ירדה האנרגיה הקינטית כתוצאה , אם מוצאים באופן ניסיוני שכאשר אין עבודה של כוחות אחרים, למשל
 JK :כלומר, J100- מחיכוך ב 100−=∆
 JE :אז 100int +=∆
 אזי העבודה שמבוצעת על הבלוק היא , לחימום המשטח J60- מועברים לחימום הבלוק ו J40- ונניח ש
 J60− .של הבלוק) הפנימית+ הקינטית (ווה לשינוי באנרגיה בצורה זו יוצא שהעבודה ש.
 :אפשר לומר, אם פועלים גם כוחות משמרים
 0intint =∆=∆+∆+∆⇒∆−∆−=+==∆ totfctot EEUKEUWWWK
 .נשמרת) רמיתת(פנימית + פוטנציאלית + קינטית : האנרגיה הכללית, כלומר
 .קבוע אנרגיה יכולה לעבור מצורה אחת לצורה אחרת אבל סך כל האנרגיה נשאר, במערכת מבודדת
 האנרגיה .0האנרגיה הקינטית שלו בהתחלה ובסוף היא . אדם עושה סנפלינג ויורד: דוגמהל
 כתוצאה מהתחככות של החבל בטבעת שמחוברת .אבל יש גידול באנרגיית החום, הפוטנציאלית קטנה
 .לאדם
 שמבצע הכוח החיצוני שמחוץ באנרגיה שווה לעבודה הכוללאז השינוי ,המערכת אינה מבודדת אם
 .למערכת
 ניתן להרחיב את המובן של . החומרבעצם אנרגייה קינטית של המולקולות בתוך היא חום אנרגיית
 ∆Eאם כמות אנרגיה . מצורה אחת לצורה אחרת כוחהקצב שבו אנרגיה מועברת על ידי בתור הספק
 t :הממוצע ההספק אזי, ∆Eבזמן מועברתEP ∆
 ∆=
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 dt :וההספק הרגעיdEP =
 :11 דוגמה
 °30מישור משופע בזוית של במעלה kg40 של גוף במסה גוררים
 כוח החיכוך . 380 הוא הגוף גרירת לצורך המופעל הכוח. כבל באמצעות
 Nfהקינטי הוא k .m5.0והגוף נע למרחק של , =140
 ?ידי כוח החיכוך עלמהי האנרגיה המכנית שמתבזבזת . א
 JdfW kf 70)180cos(5.0140 =°⋅⋅−==
 ?כוח המשקל ידימהי העבודה הנעשית על הגוף על . ב
 JmgdmgyUWg 9830sin5.08.940sin −=°⋅⋅⋅−=−=−=∆−= θ
 ?החיצונית על ידי הכוח מהי העבודה הנעשי. ג
 JFdWa 1900cos5.0380cos =⋅⋅== θ
 ?הגוףמהו השינוי באנרגיה הקינטית של . ד
 fga WWKEUKEW −−∆=∆+∆+∆=∆= int
 JWWWK fga 227098190 =−−=++=∆
 :12 דוגמה
 sשל במהירות רץ kg6במסה של חתולm8.7 יך בהחלקה על שממ ואז
 myה מגובה זחלמ 5.80 myשהוא נעצר בגובה של עד = 1.111 חשב . =
 .הגידול באנרגיה התרמית שלו ושל המסילה את
 :פתרון
 JymgU
 JmvK
 UKE
 9.152)5.81.11(8.96
 5.1828.7600 2212
 21
 =−⋅⋅=∆−=∆
 −=⋅⋅−=−=∆
 ∆+∆=∆
 JUKE :ולכן 6.299.1525.182 =−=∆−∆−=∆
 :13דוגמה
 mhנורה אנכית כלפי מטה מגובה של g2.5כדור מפלדה במסה של 181 במהירות התחלתית של =
 sm14 , ונקבר בחול בעומקcmh 212 =.
 ?מהו השנוי באנרגיה המכנית של הכדור. א
 ?מהו השינוי באנרגיה הפנימית של הכדור והחול. ב
 30
 °
 F
 kfr
 mg
 →
 1y2y
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 ?מהו הגודל הממוצע של הכוח הפועל על הכדור על ידי החול. ג
 :פתרון
 . א
 JE
 JhhmgU
 JmvK
 UKE
 44.193.051.0
 93.0)21.018(8.90052.0)(
 51.0140052.000
 21
 2212
 21
 −=−−=∆
 −=+⋅⋅−=+−=∆
 −=⋅⋅−=−=∆
 ∆+∆=∆
 .0 כ השינוי באנרגיה הוא"השינוי באנרגיה הפנימית הוא מינוס השינוי באנרגיה המכנית כי סה. ב
 JE :לכן 44.1int =∆
 .י כוח החיכוך"השינוי באנרגיה הפנימית הוא מינוס העבודה המתבצעת ע
 NFhFhFWJ :לכן f 8.6)(44.1 21.044.1
 22 ==⇒⋅=⋅−−=−=
 :גיהצורות אחרות של אנר
 כלומר היא סוג מסוים , בחלקה נובעת מכוחות דחייה ומשיכה של מטענים חשמליים, אנרגיה חשמלית. א
 .של אנרגיה פוטנציאלית
 , כאשר שורפים פחמן ומקבלים פחמן דו חמצני. זוהי בעצם אנרגיה חשמלית. אנרגיה כימית. ב
 יותר קרובים לגרעיני (נמוכה האלקטרונים באטום של הפחמן הדו חמצני הם באנרגיה מכנית יותר
 כלומר אנרגית , 2CO-ולכן משתחררת אנרגיה בצורה של אנרגיה קינטית של מולקולות ה) האטומים
 .חום
 באופן דומה לאנרגיה הכימית אלא שמדובר באנרגיה של גרעיני האטומים שקשורה -אנרגיה גרעינית . ג
 .לכוח החזק
 כלומר מסה היא גם כן , של איינשטיין נובע שיש דואליות בין אנרגיה למסה מתורת היחסות הפרטית
 גרעינים שהם במצב של אנרגיה גרעינית נמוכה יותר הם גם קלים יותר מאשר גרעינים . צורה של אנרגיה
 :או למשל, במצב של אנרגיה גרעינית גבוהה יותר
 kgu, מסת גרעין ההליום ביחידות של מסות אטומיות 271066.11 −⋅=: umHe 002683.4=
 :מסה לכל פרוטון. גרעין ההליום מורכב משני פרוטונים ושני נויטרונים
 ump 007825.1=
 umn :ולכל נויטרון 008665.1=
 :ויוצא איפוא
 kgummm npHe271005.030.0008665.12007825.12002683.412 −⋅−=−=⋅−⋅−=−−

Page 70
						

הנדסיםלמ' פיזיקה א -70- א"אוניברסיטת ת
 'חלק א הפקולטה להנדסה
 2mcE :הקשר הידוע בין מסה לאנרגיה =
 sהיא בקירוב , מהירות האור, c כאשרm8103⋅ לכן:
 MeVeVJE 281028.01045.01091005.0 8
 106.11045.0111627
 19
 11
 =⋅−==⋅−=⋅⋅⋅−= −
 −
 ⋅⋅−−−
 .MeV28 כאשר מייצרים גרעין הליום משני פרוטונים ושני נויטרונים משתחררת אנרגיה של, לכן
 על פני כדור הארץ אבל רק בצורה לא ) היתוך(ניתן לבצע ריאקציה זו . זה בדיוק מה שקורה בשמש
 .מנסים לפתח מתקן בו ניתן יהיה לבצע זאת בצורה מבוקרת. בפצצת המימן, מבוקרת
 גרעינים מאוד כבדים נמצאים במצב אנרגטי גבוה יותר מאשר גרעינים קלים ולכן אם מבקעים אותם
 .גיה שמנצלים בכורים גרעינייםזה מה שקורה בפצצה גרעינית וזו האנר. מקבלים עודף של אנרגיה
 .נויטרונים+לא ניתן להפוך את כל מסת הגרעין לאנרגיה בגלל שיש שימור של מספר הפרוטונים
 .חומר ונבצע ריאקציה בינו לבין החומר נוכל להפוך את כל החומר לאנרגיה-רק אם נמצא מקור של אנטי
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למהנדסים' פיזיקה א - 4- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 תנע ושימורו, מערכת של חלקיקים
 מרכז המסה
 אחד המושגים החשובים הוא מרכז , כאשר יש מערכת של חלקיקים
 נראה כיצד מגדירים אותו ואחר כך נראה מדוע הוא . המסה שלהם
 .חשוב
 d עבור שני גופים נקודתיים במרחק את אנו יכולים לבחור זה מזה
 כך , יהיה לאורך הקו המחבר את שני הגופיםשראשית מערכת הצירים
 :ומיקומו יוגדר באמצעות הנוסחה x וציר, שתתלכד עם המיקום של הגוף הראשון21
 2
 mmdm
 cmx +=
 .ין שני הגופיםבנקודת המרכז ב, כלומר , x ואז מרכז הכובד יהיה לאורך ציר
 21 בצורה זו אם mm 2 :אזי =d
 cmx =
 .הוא יהיה במיקומו של הגוף הראשון וזה אכן מה שמתבקש, כלומר
 02אם =m ,0 :אזי=cmx
 01אם . המתבקשתכלומר ההגדרה שלנו היא אכן ההגדרה . כלומר במיקומו של הגוף השני =m,
 dxcm :אזי =
 :אזי קאורדינטת מרכז המסה תוגדר בתור 1x אלא בקאורדינטה, לא נמצא בראשית 1אם גוף
 ( )
 21
 2211
 21
 1211
 21
 21 mm
 xmxmmm
 dxmxmmmdm
 cm xx ++
 +++
 + ==+=
 :גופים 3אם יש , באופן דומה321
 332211
 mmmxmxmxm
 cmx ++++=
 3x שנמצא בקאורדינטה 3m האחד הוא: ואפשר לקבל זאת גם מחישוב מרכז המסה של שני גופים
 :שנמצא בקאורדינטת מרכז המסה שלהם 1m- ו 2m והשני הוא21
 221112 mm
 xmxmx ++=
 :כי אז( )
 321
 332211
 321
 211233
 mmmxmxmxm
 mmmmmxxm
 ++++
 ++++ =
 על , אפשר להסתכל במקום על מספר גופים בנפרד, יוצא אפוא שלפחות לגבי חישוב מרכז המסה
 .סכום המסות שלהם כאשר הוא מרוכז במרכז המסה שלהם
 ∑ :גופים nעבור ,באופן כללי=
 =n
 iimM
 1
 1m 2m cm
 d
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למהנדסים' פיזיקה א - 5- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 ∑=
 =n
 iiiMcm xmx
 1
 1
 ס גם כאשר הגופים אינם על קו ישר אלא בקואורדינטות כלשהן במרחב התלת וזה תופ
 ∑ :במקרה זה מגדירים כמובן גם.מימדי=
 =n
 iiiiMcm xmy
 1
 1
 ∑=
 =n
 iiiMcm zmz
 1
 1
 kzjyixr :או בצורה וקטורית iiiiˆˆˆ ++=
 r
 ∑=
 ++==n
 icmcmcmiiMcm kzjyixrmr
 1
 1 ˆˆˆrr
 כל .ולם אפשר להכליל זאת גם עבור גופים רציפיםא, כל זאת עבור מערכת של נקודות מסה בדידות
 ∑ :זגוף כזה ניתן לחלק לאלמנטים קטנים של מסה וא=
 ∆=n
 iiiMcm mrr
 1
 1r
 ∆→0ובגבול שבו im מקבלים אינטגרל: ∫ ⋅= dmrr Mcm
 rr 1
 dVdm :אולם אפשר לרשום ⋅= ρ
 ):לכן. היא הצפיפות שיכולה באופן כללי להיות תלויה בקואורדינטה ρ כאשר ) dVrrr Mcm ⋅⋅= ∫rrr
 ρ1
 dzdydxdV :נטגרל על הנפח הוא בעצם אנטגרל תלת מימדייא ⋅⋅=
 ) :ולכן )∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅= dzdydxrrr Mcm
 rrrρ1
 :םכיבימחשבים בנפרד לכל אחד מהר.העובדה שמופיע וקטור בתוך האנטגרל לא צריכה להפריע
 ( )∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅= dzdydxzyxxx Mcm ,,1 ρ
 ( )∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅= dzdydxzyxyy Mcm ,,1 ρ
 ( )∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅= dzdydxzyxzz Mcm ,,1 ρ
 , xהאחת על , מבצעים שלוש אינטגרציות: אינטגרציה תלת ממדית היא פשוטה מבחינה עקרונית
 לא נראה כיצד לעשות זאת בצורה . יך רק לשים לב לגבולותצר. zוהשלישית על yהשניה על
 .הכללית אלא רק במקרים פרטיים כאשר מדובר בגוף שיש לו סימטרייה
 ),,(, בדרך כלל zyxρ לא תלוי בקואורדינטות ואפשר להוציא אותו אל מחוץ לאינטגרל ונשארים עם:
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ == dxdydzrdxdydzrr Vmcm
 rrr 1ρ
 :1דוגמה
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למהנדסים' פיזיקה א - 6- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 kgmkgmkgmות שלוש מס 4.35.22.1 321 נמצאות ===
 ma בפינה של משולש שווה צלעות בעל אורך צלע חשב . =140
 .את המיקום של מרכז המסה
 :פתרון
 :המסות והקואורדינטות שלהן נתונות בטבלה הבאה
 y x m
 0 0 2.1
 0 140 5.2
 121 70 4.3
 kgM 1.74.35.22.1 =++=
 mx Mxmxmxm
 cm 83.01.77.04.34.15.202.1332211 === ⋅+⋅+⋅++
 my Mymymym
 cm 58.01.721.14.305.202.1332211 === ⋅+⋅+⋅++
 :2דוגמה
 .מצא את מרכז המסה של לוחית שטוחה ואחידה בצורה של משולש
 :פתרון
 , משיקולים של סימטרייה. ניתן לחלק את הלוחית לרצועות דקות
 מרכז המסה של , מרכז המסה של כל רצועה יהיה במרכזה ולכן
 . המחבר את כל הרצועות, המשולש יהיה באיזשהו מקום על הקו
 הוא חייב להיות גם על , באותו אופן. שולשזהו בעצם התיכון של המ
 המחבר את הקודקוד , ועל התיכון, המחבר את הקודקוד השמאלי התחתון עם הצלע שממולו, התיכון
 .הוא בנקודת המפגש של שלושת התיכונים, כלומר. הימני התחתון עם הצלע שממולו
 :3 הדוגמ
 שממנה הוציאו R2הציור משמאל מראה דיסקה עגולה בעובי אחיד ברדיוס
 מרכז המסה נמצא כמובן על . x נסמן אותה כעצם. Rדיסקה עגולה ברדיוס
 .מצא את מיקומו המדויק .הישר המחבר את מרכזיהן של שתי הדיסקות
 :פתרון
 .C-ואת הדיסקה המלאה ב D-נסמן את הדיסקה שהוציאו ב
 :קייםXD
 XXDD
 mmxmxm
 Cx +⋅+⋅=
 Cx=0 :אם ניקח את ראשית הצירים כמרכז הדיסקה הגדולה אזי
 )(cmy
 )(cmx
 3m
 1m 140
 2m
 121
 R
 R2
 X
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למהנדסים' פיזיקה א - 7- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 Dm :ולכןm
 X xxX
 D ⋅−=
 RxD :קיים −=
 ρπ :וכן ⋅⋅⋅= tRmD2
 ( ) ρπ ⋅⋅⋅⋅= tRmC22
 ρπ :מכאן ⋅⋅⋅⋅= tRmX23
 3 :לכן . היא צפיפותה ρ-הוא עובי הדיסקה ו tכאשר 1=
 X
 D
 mm
 RxX :ומכאן ⋅= 31
 :4 הדוגמ
 .נתון תל מלאכותי בצורה של פירמידה קטומה
 351009.4והנפח הוא m40הגובה הוא , m88 - רדיוס הבסיס m⋅.
 =°מעטפת החרוט היא בזוית של 30θ לאופק.
 ?היכן מרכז המסה של התל
 3אם לחול המרכיב את התל יש צפיפות של
 3105.1m
 kg⋅=ρ , כמה
 ?הקים אותועבודה היה צריך להשקיע על מנת ל
 :פתרון
 ברור שמרכז המסה נמצא על הציר האנכי שמחבר את מרכז , כתוצאה מהסימטריה הכדורית
 ∫ :cmz, עלינו רק למצוא את הגובה מעל פני האדמה. העיגולים בבסיס ובגג ⋅= dVzz Vcm1
 לשכבה .dzל שכבה בעובי כ, אפשר להשתמש בסימטריה של התל ולחלק אותו לשכבות שכבות
 :וקיים rיש רדיוס zבגובה
 dzz)π(Hdzπrdv
 z)(Hr
 m.θrHθ
 H
 r
 Hr
 rzH
 rH
 2
 21
 1
 1
 22
 1 85030tan88tantan
 −==
 −=
 =°⋅==⇒== −
 :נפח התל הוא
 )h(πr)(hπr)(zπr
 )dz(πr)dzzHz(Hdzz)π(HdVV
 Hh
 Hh
 Hh
 Hh
 h
 Hz
 Hz
 h h
 Hz
 Hz
 h
 H
 πr
 H
 r
 2
 2
 2
 32
 2
 32
 2
 23
 2
 21
 2
 21
 312
 1312
 10
 312
 1
 0 0
 221
 0
 21
 222
 1
 2
 +−=+−=+−=
 =+−=+−=−== ∫ ∫ ∫ ∫
 Hhורואים שעבור אכן מתקבל =2
 131 rπ .הידועה לנפח של חרוט שלם הנוסחה -
 Hh
 1rθ
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למהנדסים' פיזיקה א - 8- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 ∫ נחשב עתה את ∫ −=h h
 H
 r zdvz)π(Hzdv0 0
 22
 21
 :לכן
 [ ][ ]
 [ ] [ ]2
 2
 2
 43
 2
 32
 2
 2
 2
 2
 41
 32
 2122
 10
 4322
 212
 1
 0
 221
 31
 41
 32
 21
 1
 Hh
 Hh
 h
 hz
 Hz
 h
 Hz
 Hz
 Hh
 Hh
 Hh
 Hh
 cm
 hπrzπr
 )dz(zπrh
 Z
 +−=+−=
 =+−=+−
 +−= ∫
 mh ואם נציב 40=: 787.08.5040 ==H
 h
 :נקבל[ ][ ] mZcm 4.1240
 787.0787.01
 787.0787.040149.0130.0
 231
 241
 32
 21
 =⋅=⋅+−
 ⋅+⋅−=
 VgZzdvggzdvdwW :ולכן cm ⋅==== ∫∫∫ ρρρ
 לגובה של מרכז 0-ות את כל המסה מוזה אומר שהעבודה הדרושה זהה לעבודה שצריך להעל
 :המסהJ
 hrgZcmWHh
 Hh
 10
 23123
 312
 1
 104.7
 )787.0787.01(40884.128.9105.1)1( 2
 2
 ⋅
 =⋅+−⋅⋅⋅⋅⋅⋅=+−⋅= ππρ
 אנרגיה פוטנציאלית של כובד של מערכת חלקיקים
 האנרגיה הפוטנציאלית של כובד עבור מערכת של חלקיקים היא סכום האנרגיות הפוטנציאלית של
 cm :כל חלקיק בנפרד ולכן זה יוצא
 n
 i
 n
 ii gMyymggymU === ∑∑
 ==1
 111
 1
 העבודה , לכן. היא אותה אנרגיה שהיתה אילו כל המסה היתה מרוכזת במרכז המסה, כלומר
 :שווה ל, שהיא שווה לאנרגיה הפוטנציאלית של התל) 4 הבדוגמ(שדרושה על מנת להקים את התל
 cmcm VgygMy ρ=
 קפיצה
 כמו כל גוף נקודתי , פרבוליתמרכז המסה שלו נע בתנועה , כאשר ספורטאי או רקדן מבצע קפיצה
 בהזזת הידיים או הרגליים יכול הספורטאי לשנות את , עם זאת. שנזרק בזווית מסוימת כלפי מעלה
 .מיקומו של מרכז המסה וכתוצאה מכך נראה כאילו הגוף שלו מבצע תנועה לא פרבולית
 :הדוגמ
 שמרכז המסה נמצא באזור נותן לגופו צורה של קשת כך, בזמן שהוא עובר מעל לרף, קופץ לגובה
 .והחלק של הגוף מעל לרף נמצא מעל מרכז המסה, שבו אין מסה

Page 79
						

למהנדסים' פיזיקה א - 9- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 .קרוב ככל האפשר למיקום מרכז המסה שלו, ספורטאי שקופץ לרוחק נופל על הישבן
 זאת באמצעות הרמת , רקדנית בלט יכולה לבצע קפיצה כך שהראש שלה יראה נע בצורה אופקית
 .מקסימום של מרכז המסההידיים כלפי מעלה בנקודת ה
 החוק השני של ניוטון למערכת של חלקיקים
 irנניח שיש לנו מערכת של חלקיקים בקואורדינטות r
 :על פי הגדרת מרכז המסה נובע.
 ∑=
 =+++=n
 iiinncm rmrmrmrmrM
 12211
 rrL
 rrr
 ∑ :אם נגזור משוואה זו לפי הזמן נקבל=
 =n
 iiicm vmvM
 1
 rr
 ∑ :ת לפי הזמןואם נגזור פעם נוספ=
 =n
 iiicm amaM
 1
 rr
 ∑ :אם נפעיל את החוק השני של ניוטון לכל אחד מהחלקיקים נקבל=
 =n
 iicm FaM
 1
 rr
 iFכאשר r
 iF-ניתן להפריד כל אחד מה. i-הוא הכח השקול הפועל על החלקיק ה r
 ני וכח לכח חיצו
 כח המופעל מחוץ על ידי חלקיק אחר במערכת וכח - כאשר במושג כח פנימי אנו מתכוונים , פנימי
 ijFמפעיל כח iאם חלקיק , על פי החוק השלישי של ניוטון. כח המופעל מחוץ למערכת -חיצוני r
 על
 ijFמפעיל כח תגובה jחלקיק אזי, jחלקיק r
 סכום כל , ולכן בסיכום של הכוחות iעל חלקיק −
 =∑ :כלומר. הכוחות הפנימיים מתאפס ונשארים רק הכוחות החיצוניים extcm FaMrr
 מואץ כשהתאוצה נקבעת מתוך המסה הכוללת שמרכז המסה, מערכת החלקיקים נעה כך, כלומר
 זוהי ההכללה של החוק השני של ניוטון עבור . של המערכת וסכום הכוחות החיצוניים הפועלים עליה
 כלומר שום , אנו מניחים שהמסה של המערכת נשארת קבועה בזמן התנועה. מערכת של חלקיקים
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 המשוואה שקיבלנו היא . ערכת סגורההמ -במילים אחרות . חלקיק לא עוזב או לא מצטרף למערכת
 =∑ :כמובן משוואה וקטורית ונכונה עבור כל אחד מהמרכיבים xextxcm FaM ,,
 rr
 ∑= yextycm FaM ,,
 rr
 ∑= zextzcm FaM ,,
 rr
 הכוחות הפועלים ביניהם בזמן : בצורה כזו אנו יכולים לתאר למשל התנגשות בין שני גופים
 אבל תנועת מרכז המסה אינה מושפעת , סובכים לתיאור הם כוחות פנימייםשהם די מ, ההתנגשות
 .אם יש לנו למשל פיצוץ של גוף אחד לשני גופים - אותו הדבר . כתוצאה מההתנגשות
 :5 הדוגמ
 נתונה מערכת של שלושה חלקיקים כאשר על כל חלקיק פועל
 מהי תאוצת מרכז . כוח חיצוני שונה והוא נמצא בתחילה במנוחה
 ?מסה של המערכתה
 :פתרון
 ∑ =°++−= NF xext 5.1645cos12146,
 ∑ =°= NF yext 5.845sin12,
 KgM :כמו כן קיים 16484 =++=
 2 :ולכן, 03.116
 5.16sm
 M
 Fcm
 xexta === ∑
 22, 16.153.0 22
 165.8
 , sm
 yxsm
 M
 F
 ycm aaaa yext =+=⇒=== ∑ r
 ===⇒=° :וכן 2.27514.0tan 03.153.0
 ,
 , θθxcm
 ycm
 a
 a
 :6דוגמה
 Atwood ,kgMמכונת 8.2= ,kgm 3.1=.
 ואת , T, את המתיחות בחבל המחזיק אותן, למצוא את התאוצה של שתי המסות
 .המתיחות בחבל המחובר לתקרה
 :פתרון
 נסמן את הכיוון כלפי . נפתור בהתחלה מתוך החוק השני של ניוטון לגבי כל מסה בנפרד
 . aיש תאוצה חיובית mולמסה , −aיש תאוצה שלילית Mלמסה . מעלה ככיוון חיובי
 :קיים
 mamgT :לגבי המסה השמאלית =−
 MaMgT :ולגבי המסה הימנית −=−
 ) :אם מחסירים את שתי המשוואות זו מזו מקבלים ) ( )amMgmM +=−
 m
 MTr
 Tr
 Ur
 1 42−
 2−
 2
 3
 °45
 N14
 N12N6
 kg4
 kg8
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 ga :ולכן mMmM
 +−=
 26.38.93.18.2 :ואם נציב מספרים נקבל3.18.2
 sma =⋅= +
 −
 T מתקבל מתוך: ( ) gMgMgMaMgT mMMm
 mMmMmM
 mMmM
 +++−+
 +− ==−=−= 21
 NT :ואם נציב מספרים 4.178.93.18.23.18.22 =⋅= +
 ⋅⋅
 gTU :המתיחות בחוט שקשור לתקרה היא mMMm+== 42
 .יו על שתי המסות כעל מערכת אחתנסתכל עכש
 ) :תאוצת מרכז המסה היא )( )
 gaamM
 mMMmMm
 MmMama
 cm 2
 2
 +
 −+−
 +− −===
 )כח הכובד שפועל על מרכז המסה הוא )gMm+ ומצד שני יש המתיחות של החוט המחובר
 ) :לכן צריך להתקיים. Uלתקרה ) ( ) ( ) ( )( )
 ( )( ) ggMmaMmgMmU mM
 mM
 mM
 mMcm +
 −
 +
 − −=+−=+=+−2
 2
 2
 ) :לכן ) ( )( )
 ( ) ( ) ggggMmU mMMm
 mMmMmM
 mMmM
 ++−−+
 +− ==−+= 4
 222
 .והתקבלה אותה תוצאה כמו קודם
 שני הגופים ממשיכים לנוע כך שמרכז המסה שלהם נע כפי שהיה נע הגוף המקורי אלמלא היה
 .פיצוץ
 יותנע קו
 vmp: תורבמוגדר ) או פשוט התנע שלו(של חלקיק ) momentum(התנע הקוי rr
 והוא כמובן וקטור =
 Famdt :מכאן נובע. ירותשכוונו בכוון המהpd
 rrr
 ==
 קצב השינוי בתנע של חלקיק הוא פרופורציונלי לכח : ניוטון ניסח את החוק שלו בצורה הבאה, ואמנם
 .השקול הפועל על החלקיק וכוונו הוא ככוון הכוח
 :בתור סכום התנעים של החלקיקים הבודדים גדרהתנע הכולל מו, כאשר יש מערכת של חלקיקים
 ∑∑∑==
 ===+++=n
 icmi
 n
 iin vMvmppppp
 1121 ....
 rrrrrrr
 :אם גוזרים משוואה זו לפי הזמן מקבלים. יוצא איפוא שהתנע הכולל קשור למהירות מרכז המסה
 cmdtvd
 dtpd aMM cm
 rrr
 ==
 =∑ :החוק השני של ניוטון למערכת של חלקיקים מקבל את הצורה הבאה, ולכן extdtpd F
 rr
 Pohlעגלת , מסירת תנע: 38הדגמה
 האדם ממשיך ויורד . העגלה ממשיכה פחות או יותר באותה מהירות. ולך ועולה על עגלהאדם ה
 .מהעגלה והיא נעצרת
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 ואבדה אותו ברגע שהאדם ירד , העגלה קיבלה את התנע מהאדם ברגע שהוא עלה עליה: הסבר
 .מהעגלה
 אויר דחוס -רקטה -שימור תנע : 41הדגמה
 שחררים את המכסה והבקבוק עף בכיוון הפוך לכיוון מ. קולה באויר דחוס-מנפחים בקבוק קוקה
 .הפיה
 כך שהתנע , לכן הבקבוק מקבל תנע בכיוון הפוך. לאויר שיוצא מהפיה יש תנע בכיוון הפיה: הסבר
 .הכולל מתאפס
 הוספת מסה לעגלה נעה - שימור תנע במסילת אוויר : 30הדגמה
 cm10הזמן הלוקח לשני דגלים במרחק מודדים את מהירותה באמצעות . עגלה נעה על מסילת אויר
 מפילים עליה כדור מלמעלה ומודדים את - לאחר מכן . זה מזה על העגלה לעבור נקודה מסוימת
 כתוצאה מגידול . g40 -ומסת הכדור g120 - מסת העגלה . מהירותה באותו אופן בהמשך התנועה
 .קטנה מהירות העגלה בשליש וזמן המעבר בין שני הדגלים גדל בשליש, המסה בשליש
 התפוצצות -שימור תנע : 37הדגמה
 מצמידים אותן בכוח זו לזו . שתי עגלות נמצאות במסילת אויר כשביניהן כוח דוחה באמצעות מגנטים
 כי לשתיהן , ה מהירותהן נרתעות זו מזו באות, ברגע שמסירים את המתקן. באמצעות מתקן מיוחד
 מודדים את המהירות בשיטה הרגילה של מדידת זמן המעבר בין שני הדגלים . g100מסה שווה של
 .זה מזה cm10על כל עגלה במרחק
 שמהירותה קטנה רואים ) g100י הוספת משקולת של "ע(אם מכפילים את המסה של אחת העגלות
 .2גדל פי cm10כי הזמן הדרוש למעבר של , 2פי
 רקטה על מסילת אויר: 42הדגמה
 . על מסילת אויר שמים עגלה מיוחדת שקולטת את האויר שיוצא מהמסילה ופולטת אחורה מתוך פיה
 .פוך לפיה בתאוצההעגלה מתקקדמת בכיוון ה
 sבמהירות של xהחתיכה השניה ממשיכה לנוע לאורך ציר : כלומרm2.
 אנרגיה קינטית של מערכת חלקיקים
 ∑ :אנרגיה קינטית של מערכת חלקיקים הוא סכום האנרגיות הקינטיות שלהם=
 =n
 iii vmK
 1
 221
 icmi :אפשר לרשום uvvrrr
 iuכאשר , =+r
 זאת ב אם נצי .הוא מהירות החלקיק ביחס למרכז המסה
 ) :נקבל, K-בנוסחה ל ) =⋅+⋅⋅+⋅=+⋅= ∑∑∑∑====
 2
 121
 1212
 121
 1
 221
 ii
 n
 iicm
 n
 iicmi
 n
 i
 n
 iicmi umuvmvmuvmK
 rrrrrr
 iuבאיבר האמצעי נציב במקום r
 cmiבחזרה vvrr
 :נקבל. −
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 2
 1212
 212
 1212
 121
 1
 221
 1 1
 2
 121
 1
 221
 11
 221
 )(
 )(
 )(
 ii
 n
 icmii
 n
 icmcmcmcmi
 n
 i
 n
 iii
 n
 i
 n
 icmiiicmcm
 n
 ii
 n
 iiicmi
 n
 icmi
 n
 icmi
 umvMumvMvMvvm
 umvmvmvvm
 umvvvmvm
 rrrrrrr
 rrrrr
 rrvrr
 ⋅+=⋅+−+⋅=
 =⋅+⋅−⋅+⋅=
 =⋅+−⋅⋅+⋅=
 ∑∑∑
 ∑∑ ∑∑
 ∑∑∑
 ===
 == ==
 ===
 האנרגיה + קיבלנו איפוא שהאנרגיה הקינטית הכללית היא האנרגיה הקינטית של מרכז המסה
 אפשר לעבור , אם מרכז המסה נע במהירות קבועה. הקינטית של כל החלקיקים ביחס למרכז המסה
 , במערכת זו. זו נקראת מערכת מרכז המסה. למערכת האינרציאלית שבה מרכז המסה במנוחה
 .רגיה הקינטית היא האיבר השני בלבדהאנ
 dt=0 :כאשר הסכום של הכוחות החיצוניים מתאפס מקבליםpdr
 constp :ולכן יוצא =r
 המסה צריכה , כלומר, היא כמובן צריכה להיות גם סגורה. מצב זה נקרא מצב של מערכת מבודדת
 fi :שימור התנע הקווי ואפשר לרשום אותתו בצורההכלל שקיבלנו נקרא חוק . להיות קבועה pprr
 =
 מאחר , הוא יותר כללי מהמכניקה הניוטונית עצמה, כמו חוק שימור האנרגיה, חוק שימור התנע
 עבור (וגם בתורת הקוונטים ) עבור מהירויות מאוד גבוהות(שהוא תופס גם בתורת היחסות הפרטית
 ).מרחקים מאוד קטנים
 pמובן שאם כr
 cmvאזי גם , קבוע r
 cma-קבוע ו r
 וזה כמובן קונסיסטנטי עם החוק השני , חייב להתאפס
 ∑=0 :של ניוטון כי extFr
 exttd :יש לזכור שהמשוואהpd F
 rr
 r
 ∑=
 יתכן שבכוון ציר מסוים יהיה כוח . נפרד לגבי כל אחד מהמרכיביםהיא משוואה וקטורית שנכונה ב
 נניח למשל שיורים פגז . בכיוון שבו אין כוח חיצוני שקול עדיין קיים שימור תנע, חיצוני שקול ואז
 xבציר אבל, פועל כוח חיצוני ולכן אין שימור תנע yבכיוון ציר . והפגז מתפוצץ באויר לשני רסיסים
 .נשמר xלא פועל כוח חיצוני ואז התנע בכיוון ציר
 :7דוגמה
 kgmקופסה במסה sנעה במהירות =0.6mv xעל משטח אופקי חלק בכיוון החיובי של ציר =0.4
 kgmבמסה , חתיכה אחת. צצת לשתי חתיכותולפתע היא מתפו 21 xנעה בכיוון החיובי של ציר =
 sבמהירות mv 81 ?מהי המהירות של החתיכה השניה. =
 :פתרון
 kgmלחתיכה השניה מסה 42 mvp :התנע ההתחלתי הוא. = =
 221121 :והתנע הסופי הוא vmvmpp +=+
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 221121 :משימור תנע קווי נובע vmvmmvppp +=⇒+=
 :לכן2
 11
 1122 mvmmvvvmmvvm −=−=
 s :ומכאןmv 24
 )1624(4
 )8246(2 === −⋅−⋅
 :8 הדוגמ
 kgMתותח במסה kgmיורה פגז במסה =1300 sבכיוון אופקי במהירות =72mv ביחס =55
 ?Vמהי . ביחס לאדמה Vבמהירות ) ללא הפרעה(שרותע , לתותח
 :פתרון
 Vvv :קיים. נקח את כיוון הפגז בתור כוון חיובי. את מהירות הפגז ביחס לאדמה ev- נסמן ב e −=
 )V לכן). נלקח כחיובי אם הוא בכיוון הפגז: Vvve +=
 .0לכן התנע הסופי הוא גם כן . כי התותח במנוחה 0התנע ההתחלתי הוא
 s :מכאןm
 MmmvV 9.2130072
 5572 −=−=−= +⋅
 +
 s :מכאן נובעm
 e Vvv 529.255 =−=+=
 :9 הדוגמ
 hנעה בחלל במהירות Mתחנת חלל במסה km
 iv באמצעות פיצוץ קטן היא . ביחס לשמש =2100
 hתחנת החלל נעה אז במהירות . M20.0משחררת חללית במסה km500 יותר גדולה מהחללית ,
 hבין החללית ותחנת החלל היא המהירות היחסית , כלומרkm500 . מהי המהירות הסופית של החללית
 ?ביחס לשמש
 :פתרון
 את fv-את מהירות החללית הקטנה ביחס לשמש וב u- נסמן ב. iMvהתנע ההתחלתי הוא
 :החלל ביחס לשמש ואז משימור תנע נובע המהירות הסופית של תחנת
 fi Mv.Mu.Mv 8020 +=
 relffrel :כמו כן נתון vvuuvv −=⇒−=
 =−+= :ואם נציב זאת במשוואה העליונה נקבל frelfi MvvvMMv 8.0)(2.0
 relifrelf MvMvMvMvMv 2.02.0 +=⇒−=
 hkm
 relif vvv 22005002.021002.0 =⋅+=+=⇒
 hלא היה כאן צורך לעבור מיחידות (km ל-s
 m(
 :10דוגמה
 י הרחקת "מותחים את הקפיץ ע. שני בלוקים נמצאים על משטח חסר חיכוך ומחוברים בינהם בקפיץ
 .הבלוקים ואז משחררים אותם ממנוחה
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 כאשר הבלוקים 2v- ו 1vמהו היחס בין המהירויות
 ?זה לזהמתקרבים
 מהו היחס בין האנרגיה הקינטית של הבלוקים כאשר
 ?הם מתקרבים
 :פתרון
 :ולכן גם התנע הסופי מתאפס וקיים 0התנע ההתחלתי הוא 1
 2
 2
 122110 m
 mvvvmvm −=⇒+=
 .מציין שלמהירויות יש כיוונים הפוכים) -(כאשר הסימן
 1
 2
 2
 1
 2
 2
 12
 2
 21
 2
 12222
 1
 2112
 1
 2
 1
 m
 m
 m
 m
 m
 m
 v
 v
 m
 m
 vm
 vm
 k
 k=
 =
 ==
 מתקרבים זה לזה מהירויותיהם גדלות וכן גם האנרגיה הקינטית אבל היחסים בין כאשר בצופים
 .המהירויות ובין האנרגיות הקינטיות נשארים קבועים
 . המשוואות שקיבלנו בדוגמה זו נכונות לכל מקרה שבו שני גופים שמושכים או דוחים זה את זה
 אזי גם 1וכדור הארץ זה חלקיק 2אם האבן זה חלקיק . אבן שנופלת על פני כדור הארץ: למשל
 פי היחס בין מסת האבן ,אבל היא הרבה יותר קטנה המהירות האבן 1vכדור הארץ מקבל מהירות
 .ל"גם היחס בין האנרגיות הקינטיות הוא כנ. ומסת כדור הארץ
 :11דוגמה
 שנמצא במנוחה על Mבתוך אגוז קוקוס במסה זיקוק נמצא
 הזיקוק מתפוצץ וכתוצאה מכך מתפרק האגוז . משטח חסר חיכוך
 הציור משמאל מראה מבט . חלקים שמחליקים על המשטח 3- ל
 ומהירות סופית M3.0יש מסה של Cלחתיכה . מלמעלה
 sm
 fCv מסה של Aולחתיכה M2.0יש מסה של Bלחתיכה . =5
 M5.0 . מהן המהירויות של של החתיכותA ו-B?
 :ןפתרו
 משימור תנע לאורך . fCv-בכיוון ההפוך ל xנוסיף מערכת צירים לציור ולשם הנוחיות נקח את ציר
 02050sin3080sin :נובע yציר =⋅°−⋅°= M.vM.v fBfC
 s :ולכןm
 fCfB ..vv 69515 50sin80sin
 2.03.0
 50sin80sin =⋅⋅=⋅= °
 °°°
 =⋅°+⋅° :xומשימור תנע לאורך ציר 50cos2.080cos3.05.0 fBfCfA vMvMMv
 sm
 fBfCfA vvv 350cos6.94.080cos56.050cos4.080cos6.0 =°⋅+°⋅=°+°⋅=
 1m2m
 2vr
 1vr
 k
 A C
 B
 x°50
 °130
 °80
 °100
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 )רקטה(מערכת עם מסה משתנה
 כתוצאה .רוב המסה שלה לפני השיגור היא דלק שנשרף בזמן התנועה ,כאשר שולחים רקטה לחלל
 יש צורך להפעיל את החוק השני של ניוטון גם על המסה של הגזים ,לכן .מכך מרכז המסה משתנה
 .ים מהרקטהשנפלט
 v-וב tאת מסת הרקטה ברגע נתון M- בנסמן .את מהירותה
 נניח שקצב איבוד ).או בחלל,נניח שהרקטה נורית אופקית(נתעלם בשלב הראשון מכוח הכובד
 Rdt :המסה של הרקטה הוא קבועdM −=
 .היא קבועה uפלט ביחס לרקטה נוכמו כן נניח שמהירות הגז
 Mv :הוא mvהתנע של הרקטה t בזמן
 dttבזמן + .+dvvומהירותה היא +dmmמסת הרקטה היא
 ) :אלכן התנע של הרקטה הו )( )dvvdmm ++
 את מהירות הגז ביחס למערכת U-אם נסמן ב.אך יש להביא בחשבון גם את התנע של הגז שנפלט
 Udvvu :האינרציאלית שלנו אזי −+=
 )U ו -v חיוביים אם הם בכווון תנועת הרקטה, Udvvu חיובי אם הוא בכוון הפוך לתנועת =+−
 udvvU :מכאן יוצא ).הרקטה −+=
 ) :והתנע של הגז הנפלט הוא )dMudvvUdm −+−=−
 ) :התנע הסופי הכולל הוא,לכן ) ( )( )=−+++⋅+ dMudvvdvvdMM
 =++−+= :רים מסדר שנילאחר זריקת אב udMvdMvdMMdvMv
 udmMdvMv ++=
 .Mvוזה צריך להיות שווה לתנע ההתחלתי
 udMMdv(1) :ומכאן −=
 RuuM :נקבל dt- ואם נחלק את שני האגפים ב dtdM
 dtdv =−=
 RuMa :או =
 thrustהוא נקרא.יש לו מימדים של כוח והוא תלוי רק בתכונות מנוע הרקטה.אגף ימין הינו קבוע
 TMa :קבלנו איפוא .T-ומסומן ב =
 .התאוצה גדלה,נובע שככל שהמסה קטנה.וזוהי המשוואה הראשונה של הרקטה
 M :נובע גם) 1(ואה וממשdMudv −=
 ) :ואם נבצע אינטגרציה על שני האגפים )f
 i
 t
 i
 f
 i
 MM
 if
 m
 m
 MdM
 v
 v
 uMMuMuudv lnlnlnln =−−=−=−= ∫∫
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 :לכן קיבלנוf
 i
 MM
 if uvv ln=−
 כאשר כל .אנו רואים מכאן את היתרון ברקטות עם מספר שלבים .וזו המשוואה השנייה של הרקטה
 במקרה שהרקטה משוגרת בכוון אנכי . fM הוא ניתק וזה מקטין את,הדלק בשלב מסויים מתכלה
 −Mgdt :השינוי בתנע הוא .אזי התנע הסופי לא שווה להתחלתי ,כלפי מעלה מכדור הארץ
 udMMdvMvudmMdvMvMgdt :ולכן המשוואה היא +=−++=−
 RuMaMg :בלנק dt- ואם נחלק את שני האגפים ב −=−
 MgRuMa :כןול −=
 .חייב להיות גדול ממשקל הרקטה על מנת שהתאוצה תהיה חיובית T ,כלומר
 dt-אם במקום לחלק ב :נקבל M-נחלק את שני האגפים ב
 gdtudvudvgdt MdM
 MdM −−=⇒+=−
 gtuvv :ואינטגרציה תתןf
 i
 MM
 if −=− ln
 g- ככל ש.קבוע במשך התנועה g-זאת כמובן בהנחה ש .המהירות גדלה ,קטן
 :12 הדוגמ
 s ורפת דלק בקצב שלש kg850רקטה שמסתה ההתחלתית היא kgR 3.2=
 s :אליה היאמהירות הגזים הנפלטים מהרקטה ביחס mu 2800=
 .שמספק מנוע הרקטה thrust-מה ה
 ?מהי התאוצה ההתחלתית של הרקטה היא משוגרת מהחלל
 kgMאם המסה הסופית של הרקטה היא f ?מהי מהירותה הסופית, =180
 :פתרון
 NRuT 644028003.2 =⋅==
 26.78506440
 sm
 mTa ===
 .יצא שלילי −mgRuא ניתן לשגר רקטה זו מפני כדור הארץ כי ברור איפוא כי ל
 s :בהתחלה הרקטה במנוחה ולכןm
 MM
 f f
 iuv 4350ln2800ln 180850 =⋅==
 כוחות חיצוניים ושינויים באנרגיה פנימית
 נתאר לעצמנו מחליקה על קרח שדוחפת את עצמה אחורנית
 מכך המעקה היא מפעילה כח על המעקה וכתוצאה. באמצעות מעקה
 כח זה מאיץ אותה . מפעיל כח תגובה בכיוון אלכסוני כלפי מעלהcmvr
 θ
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 :כלומר יש שינוי באנרגיה הקינטית בגלל. cmvלהירות סופית 0ממהירות התחלתית מסוימת
 .הגוףהזרוע שלה נעה בצורה אחרת מאשר יתר . המחליקה איננה נעה כמו גוף צפיד
 כאן יש העברה של אנרגיה מהשרירים . הכח החיצוני העביר אנרגיה בין העצם והסביבה שלו, בעבר
 הכח החיצוני עדיין מבצע , ל"למרות ההבדלים הנ. של המחליקה לאנרגיה קינטית של כל הגוף שלה
 ⋅⋅θcosע היא אזי העבודה שהוא מבצ cmdאם הוא פועל למרחק . עבודה על הרקדנית cmext dF ,
 :ועבודה זו גורמת לשינוי באנרגיה הקינטת של מרכז המסה
 θcos⋅⋅=∆ cmextcm dFK
 אזי השינוי , במובן ששום אנרגיה לא עוברת אליה או ממנה, מאחר שהמחליקה היא מערכת מבודדת
 :כך ש, השרירים שלהשנובעת מ, באנרגיה הקינטית צריך להיות כרוך בשינוי באנרגיה הפנימית
 0=∆+∆ intcm EK
 ∆=−∆=−⋅⋅θcos :לכן cmextcmint dFKE
 ⋅⋅θcos :אפשר לאמר שהכח החיצוני העביר אנרגיה השווה ל, כלומר cmext dF
 .מאנרגיה פנימית לאנרגיה קינטית
 ציאלית יש שינוי גם באנרגיה הפוטנ, משתנה הגובה של מרכז המסה, כתוצאה מהזזת הזרועות, אם
 ∆=−∆−∆=−⋅⋅θcos :ואז cmextcmcmint dFUKE
 .וזה אומר שהכח החיצוני העביר אנרגיה מאנרגיה פנימית לאנרגיה קינטית או פוטנציאלית או שתיהן
 בזמן ההאצה המנוע גורם לצמיגים לדחוף את . בתור דוגמה אחרת אפשר להביא מכונית שמאיצה
 חיכוך סטטי על הצמיגים קדימה וזה משטח הכביש מפעיל כח -משטח הכביש אחורה וכתוצאה מכך
 cmaגום למכונית תאוצה r
 יש לנו שוב כח חיצוני שמעביר מאנרגיה . גידול באנרגיה הקינטית, כלומר,
 כאשר הנהג בולם הוא גורם לכח חיצוני של . לאנרגיה קינטית) של שריפת הדלק במנוע(פנימית
 רת עכשיו מאנרגיה קינטית של מרכז המסה של המכונית לאנרגיה חיכוך בכיוון אחורה והאנרגיה עוב
 .פנימית של הבלמים
 תקיפה ותנע, התנגשות
 מפעילים זה על זה כוחות חזקים ) הגופים המתנגשים(התנגשות היא אירוע שבו שניים או יותר גופים
 קרן של חלקיקי אם שולחים , למשל. זה לא חייב להיות כרוך במגע בין שני הגופים. למשך זמן קצר
 α ניסוי (לעבר שכבה של חומר רואים שחלק מהחלקיקים סטו מכיוונם בזוית מאוד גבוהה
 לא חייב להיות מגע . וזאת כתוצאה ממעבר שלהם בסמוך לגרעיני האטומים של החומר) רתרפורד
 בר מספיק קרוב הוא מרגיש דחייה חזקה בגלל כוחות אבל אם הוא עו α-בין הגרעין לבין חלקיק ה
 .ל כפופות לחוקי שימור האנרגיה והתנע"כל התוצאות של הנסיונות הנ, באופן דומה. חשמליים
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 אם נסתכל על אחד . הם מפעילים כאמור כח זה על זה, ברגע ששני גופים מתנגשים זה בזה
 .הפעלת הכח עליו תגרום לו לשינוי בתנע, מהגופים
 Fdtך מתוpd
 rr
 ) :נובע = )dttFpdrr
 =
 ) :אזי נובע ftלבין זמן itאם ההתנגשות התרחשה בין זמן . וח תלוי חזק בזמןכה )∫ ∫=f
 i
 f
 i
 p
 p
 t
 t
 dttFpd
 r
 r
 rr
 ifאגף שמאל הוא pprr
 ) או מתקף(אגף ימין נקרא התקיפה . ףכלומר השינוי בתנע של הגו, −
 )impulse (של ההתנגשות: ( )∫=f
 i
 t
 t
 dttFJrr
 Jppp :ואקיבלנו איפ if
 rrrr=−=∆
 המקשר בין , בדומה לחוק, חוק זה. הפועלת עליו, השינוי בתנע של הגוף שווה לתקיפה: כלומר
 הפועלת , ברור שהתקיפה. ל ניוטוןהוא צורה אחרת של החוק השני ש, עבודה לבין אנרגיה קינטית
 כי הכוחות הם (הפועלת על הגוף הראשון , שווה בגודלה אך הפוכה בסימנה לתקיפה, על הגוף השני
 השינוי בתנע הקווי של הגוף השני זהה בגודלו והפוך , לכן). כך וזמן ההתנגשות זהה לשני הגופים
 כלומר חוק שימור , י בתנע הכולל מתאפסבסימנו לשינוי בתנע של הגוף הראשון ומכאן נובע שהשינו
 .התנע
 ∫ :הוא הגודל הממוצע של הכוח אז אפשר לרשום Fאם ==∆ JFdttF
 .Fהמוגדר כך שהשטח מתחתיו יהיה זהה לשטח מתחת לפונקציה , כלומר מדובר כאן בממוצע
 סדרה של גופים וכל גוף Rאם יורים על גוף
 , אז התקיפה, ∆p-משנה את התנע שלו ב
 pnJתהיה , Rהפועלת על הגוף ∆⋅∆−=
 :הוא Rהכוח הממוצע הפועל על , לכן. ∆tבזמן R -הפוגעים ב, הוא מספר הגופים ∆nכאשר
 vmpF tn
 tn
 tJ ∆−=∆−== ∆
 ∆∆∆
 ∆
 mn-אפשר לומר גם ש vF :ואז Rבגוף ∆tהמסה הפוגעת בזמן - ∆mזה ⋅ tm∆−= ∆
 ∆
 J
 F
 t
 J
 F
 t
 F
 R
 vr
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 vvv :אם הגופים שנורים נעצרים כתוצאה מהפגיעה אז −=−=∆ 0
 vv :ואם הם רותעים אחורה אז 2−=∆
 :13דוגמה
 sובמהירות של g140כדור טניס במסה של m39 נחבט וכתוצאה מכך מהירותו הופכת כיוון וערכה
 sנשאר m39.
 ?הפועלת על הכדור בזמן המגע במחבט, מהי התקיפה
 ?הפועל על הכדור, מהו הכוח הממוצע, ms2.1אם זמן המגע הוא
 ?של הכדור aמהי התאוצה הממוצעת
 :פתרון
 ( ) smkgvmpJ 9.10393914.0 =+⋅=∆=∆=
 NF tJ 91003102.1
 9.10 === −⋅∆
 2
 6500014.09100
 sm
 mFa ===
 :14דוגמה
 sהכדור מגיע מכיוון אופקי ועוזב במהירות : וריאציה של הדוגמה הקודמתm45 °30בזווית של
 ?ms2.1מהו הכוח הממוצע אם זמן המגע הוא . לאופק
 :פתרון
 ( ) ( )( ) sm
 ixfxixfxx kgvvmppJ 9.103930cos4514.0 =−−⋅=−=−=
 ( ) ( ) sm
 iytyiytyy kgvvmppJ 15.3030sin4514.0 =−⋅=−=−=
 s :לכןm
 xx kgJJJ 35.1122 =+=
 NF :ולכן tJ 94603102.1
 35.11 === −⋅∆
 ==⇒=° :שהוא Jוכיוון הכוח ככיוון 16tan 9.1015.3 θθ
 x
 y
 J
 J
 התנגשות אלסטית בממד אחד
 התקיפה , הבמקרה ז). head on collision(נסתכל על התנגשות חזיתית של שני גופים זה מול זה
 תהיה בכיוון התנועה וכתוצאה מכך גם השינוי בתנע ואז יהיה שינוי רק בגודל של מהירות הגופים ולא
 מצא ננניח בהתחלה לשם הפשטות שגוף אחד . בכיוון ואפשר להסתכל על הבעיה כחד ממדית
 אין (נניח שהמערכת היא סגורה . הוא יקרא המטרה והגוף השני שפוגע בו יקרא הקליע .במנוחה
 , שאין שינוי באנרגיה המכנית, וכמו כן) לא פועלים שום כוחות חיצוניים(ומבודדת ) שינוי במסה
 האנרגיה הקינטית , אזי גם אין שינוי באנרגיה הפוטנציאלית ולפיכך, ומאחר שאין כוחות חיצוניים
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 ר התנע הקוי נשמ. התנגשות שבה האנרגיה הקינטית נשמרת נקראת התנגשות אלסטית. נשמרת
 .כי לא פועלים כוחות חיצוניים על המערכת, בין אם ההתנגשות היא אלסטית ובין אם לאו, בכל מקרה
 .לפני ההתנגשות iv1 ויש לו מהירות 1הקליע יהיה חלקיק
 02ויש לה מהירות 2המטרה תהיה חלקיק =ivלפני ההתנגשות.
 ff, אנו מעונינים לחשב את מהירות הקליע והמטרה אחרי ההתנגשות vv 12 ,.
 ffi :משימור תנע נובע vmvmvm 221111 +=
 :ומשימור אנרגיה2
 22212
 11212
 1121
 ffi vmvmvm +=
 ה העליונה אנו רושמים את המשווא, על מנת לפתור אותן. יש לנו שתי משוואות עם שני נעלמים
 ) :בצורה ) ffi vmvvm 22111 =−
 ) :ואת המשוואה השניה בצורה )( ) 22211111 ffifi vmvvvvm =+−
 211(1) :אם נחלק את המשוואה השניה בראשונה נקבל ffi vvv =+
 fm :ומהמשוואה הראשונה יש לנוm
 fi vvv 211 1
 2=−
 ) :אם נחבר את שתי המשוואות נקבל )1
 21
 1
 2221 12 m
 mmfm
 mfi vvv +=+=
 imm :ולכןm
 f vv 12
 2 21
 1
 +=
 ) :יוצא) 1(מתוך ) immmm
 immm
 iff vvvvv 112
 121 21
 21
 21
 1 1 +−
 + =−=−=
 הקליע יכול . כלומר המטרה תמיד נעה קדימה אחרי ההתנגשות, יוצא תמיד חיובי fv2אנו רואים ש
 21אם , לנוע קדימה mm 21אם , או אחורה< mm 21כאשר ואילו > mm .הקליע נעצר =
 :נסתכל עכשיו על מקרים מיוחדים
 iff :כאמור, במקרה זה. מסות שוות vvv 121 0 ==
 זה קורה לעיתים מצב כ. 1מקבל את המהירות ההתחלתית של גוף 2נעצר וגוף 1גוף : כלומר
 .קרובות על שולחן של ביליארד
 12כלומר , מטרה מאד מסיבית mm ) :ואז << ) 12
 211 2
 1 vvvv mm
 fif ≈−≈
 זה . המטרה כמעט שאינה נעה קדימה. וזה אומר שהקליע חוזר אחורה באותה מהירות שבה הגיע
 ור הארץ לבין הכדור הקטן הוא כוח המשיכה בין כד. המצב שקורה כאשר זורקים כדור על הרצפה
 כדור הארץ כמעט שאינו . הכדור הקטן רותע בחזרה וקופץ לאותו גובה שממנו הפלנו אותו. כוח פנימי
 :אבל האנרגיה הקינטית שהוא מקבל היא, הוא מקבל תנע סופית. זז
 ( ) ( )2112
 121
 21
 2222
 12222
 12
 1
 2
 21
 2
 1 42 vmvvmvm mm
 mm
 mm
 f ===
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למהנדסים' פיזיקה א -22- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 הקטן ולכן הכדור הקטן שומר על הוא מקבל חלק אפסי של האנרגיה הקינטית שהיתה לכדור, כלומר
 . כמעט כל האנרגיה הקינטית שלו
 21כלומר , קליע מאד מסיבי mm ifif :ואז << vvvv 1211 2≈≈
 המטרה מקבלת מהירות כפולה בכיוון . הקליע ממשיך ישר וכמעט לא מושפע מההתנגשות: כלומר
 וי במהירות של הגוף הקל כאן זהה לזה שבדוגמא השינ? אפשר לתהות מדוע מהירות כפולה. קדמי
 iv1 מ(iv12גם שם היה השינוי . הקודמת .iv12-ל 0-מ, וכך גם כאן) −iv1- ל
 .מהירות מרכז המסה לא השתנתה בהתנגשות
 :להיא שווה 21
 11
 mmvm
 Mp
 cmiv +==
 .נשמר pוהיא נשמרת בהתנגשות כי
 02, במקרה כזה. נראה עתה מה קורה כאשר גם המטרה נעה ≠iv ואז משוואת שימור התנע נראית
 ffii :בצורה vmvmvmvm 22112211 +=+
 :למשוואת שימור האנרגיה2
 22212
 11212
 22212
 1121
 ffii vmvmvmvm +=+
 ) :משוואות אלו ניתן לכתוב בצורה ) ( ) (1)222111 fifi vvmvvm −−=−
 ) :כמו כן מתקבל )iiff vvvv 2121 −−=−
 שומרת על ערכה המוחלט בהתנגשות ורק הופכת 2- ביחס ל 1המהירות היחסית של חלקיק , כלומר
 .את סימנה
 ( )( ) ( )( )fifififi vvvvmvvvvm 2222211111 +−−=+−
 ) :נחלק משוואה זו במשוואה הקודמת נקבל אם ) ( )fifi vvvv 2211 +=+
 ) :נותן לרשום כך) 1(את המשוואה , מצד שני )fimm
 fi vvvv 2211 1
 2 −−=−
 ) :אם נחבר את שתי המשוואות האחרונות נקבל ) ( ) fmm
 imm
 i vvv 221 2
 1
 2
 1 112 −+−=
 ) :ומכאן ) ( ) fii vmmvmmvm 221212112 +=−−
 imm :לכןmm
 immm
 f vvv 212
 2 21
 12
 21
 1
 +−
 + +=
 ) :ומכאן ) ( ) immm
 immmm
 immmm
 immm
 fiif vvvvvvvv 22
 1212
 2121 21
 2
 21
 21
 21
 12
 21
 1 11 ++−
 +−
 + +=++−++−=
 02אנו רואים שאם נציב =iv כמו כן אנו רואים שאם נחליף את , נחזור לאותן משוואות שהיו לנו קודם
 .הם שרירותיים 2-ו 1שה צפוי כי הסימונים . נקבל את אותן המשוואות 2- ו 1האינדקסים
 21עבור המקרה הפרטי בו mm if :מתקבל = vv 12 =
 if vv 21 =
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 , זה שוב מקרה כללי למה שראינו קודם לכן. כלומר שני החלקיקים מתחלפים במהירויות שלהם
 שנמצא במנוחה וכתוצאה מכך הוא נעצר וחלקיק המטרה כאשר חלקיק פוגע בחלקיק בעל מסה זהה
 . ממשיך במהירות שהיתה לקליע
 :מהירות מרכז המסה היא21
 2211
 21 mmvmvm
 mmp
 cmiiv +
 ++ ==
 :15דוגמה
 . שני כדורי מתכת תלויים אנכית כך שהם נוגעים זה בזה
 gmעם מסה 1כדור 301 ובה נמשך שמאלה לג =
 cmh 81 כאשר הוא מגיע למטה הוא . ואז משוחרר =
 gm שמסתו 2מבצע התנגשות אלסטית עם כדור 752 =.
 ?מיד אחר ההתנגשות 1של כדור fv1מהי מהירותו
 לאיזה גובה '
 1h לאחר ההתנגשות 1עולה כדור?
 ?מיד לאחר ההתנגשות 2של כדור fv2מהי מהירותו
 ?לאחר ההתנגשות 2עולה כדור 2hלאיזה גובה
 :פתרון
 :לפני ההתנגשות מתקבלת מחוק שימור האנרגיה 1מהירותו של כדור
 sm
 ii ghvvmghm 252.108.08.922 112
 1121
 11 =⋅⋅==⇒=
 s :לאחר ההתנגשות 1מהירות כדור , לכןm
 immmm
 f vv 537.0252.175307530
 11 21
 21 −=⋅== +−
 +−
 :על פי חוק שימור האנרגיה2
 1121'
 11 fvmghm =
 cmmh :ולכן g
 v f 5.10146.08.92537.0
 2'
 1
 22
 1 ≈=== ⋅
 s :לאחר ההתנגשות 2ור מהירות כדm
 immm
 f vv 715.0252.17530302
 12
 2 21
 1 =⋅== +⋅
 +
 cmmh :על פי חוק שימור האנרגיה g
 v f 6.2026.08.92715.0
 22
 22
 2 ==== ⋅
 :16 הדוגמ
 על מנת שיוכלו לגרום לביקוע . נויטרונים שנוצרים כתוצאה מביקוע הגרעין הם מהירים, בכור גרעיני
 באיזה יחס קטנה האנרגיה הקינטית של נויטרון . של גרעינים אחרים בצורה יעילה יש להאט אותם
 ?שהוא בהתחלה במנוחה, 2mכתוצאה מהתנגשות עם גרעין במסה 1mבמסה
 :פתרון
 :האנרגיה הקינטית בהתחלה היא2
 1121
 ii vmK =
 1h 2h
 1 2
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 :והאנרגיה הקינטית בסוף2
 1121
 ff vmK =
 1)(2 :היחס שבו קטנה האנרגיה הקינטית היא, ןולכ1
 1
 21
 21
 21
 i
 f
 i
 fi
 i
 fi
 v
 v
 v
 vv
 K
 KKfrac −===
 −−
 :שבהתנגשות אלאסטית עם מטרה במנוחה קיים, ראינו21
 21
 1
 1
 mmmm
 v
 v
 i
 f
 +−=
 2 :ולכן21
 212
 21
 2221
 21
 2221
 21
 21
 21
 )(
 4
 )(
 222)(1mm
 mm
 mm
 mmmmmmmmmmmmfrac
 ++
 −+−+++− ==−=
 206(ת נחשב את היחס עבור עופר1
 2 =mm
 12(פחמן , )1
 2 =mm
 1(ומימן ) 1
 2 =mm
 (
 :עבור עופרת( )
 %9.1019.0220612064 ===
 +⋅frac
 :עבור פחמן( )
 %2828.02121124 ===
 +⋅frac
 :עבור מימן( )
 %100121114 ===
 +⋅frac
 בכורים של . על מנת להאיט את הניוטרונים בצורה יעילה, לכן משתמשים במים שמכילים הרבה מימן
 המים הרגילים יעילים מדי ויש צורך , ניום מועשרבכורים של אור. אורניום רגיל אכן משתמשים במים
 2במקום גרעיני מימן יש גרעינים של דויטריום ואז , להשתמש במים כבדים שבהם1
 2 =mm
 :וקיים
 ( )
 %8989.0221
 24 ===+
 ⋅frac
 משחק מנהלים -התנגשות פלסטית בכדורים :35גמה הד
 מרימים את אחד . י הכדורים מסות שוותלשנ. מטוטלת עם שני כדורים צמודים זה לזה
 כאשר הוא פוגע בכדור השני הוא נעצר והכדור השני מקבל את כל . מהכדורים ומפילים אותו
 .המהירות
 מפילים את הכדור השמאלי והכדור הימני . כדורים 5חוזרים על הניסוי עם מטוטלת של
 מרימים שני כדורים .ביותר מקבל את כל האנרגיה כאשר יתר הכדורים נותרים במקום
 4-ו 3ל עם "כנ. שמאליים ואז כל האנרגיה עוברת לשני הכדורים הימניים שנעים ביחד
 . כדורים
 התנגשות אלסטית במסילת אוויר - 33גמה הד
 העגלה הראשונה נעצרת והשנייה . נעה במהירות ופוגעת בעגלה במסה שווה g100עגלה במסה
 אים שמהירותה זהה לזו של העגלה הראשונה מתוך מדידת הפרשי הזמן בין שני רו. מתחילה לנוע
 בשלב שני מכפילים את מסת העגלה שעומדת ואז אחרי ההתנגשות לשתי העגלות יש . דגלים
 מודדים את המהירות ההתחלתית והמהירויות הסופיות ורואים שזה ). לאחור רותעתהעגלה (מהירות
 . ים שאחרי ההתנגשות השנייה בין העגלות העגלה הכבדה נעצרתכמו כן רוא. מתאים לנוסחאות
 :ההסבר לכך הוא כדלקמן
 imm :אחרי ההתנגשות הראשונה המהירויות הןmm
 f vv 11 21
 21
 +−=
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 immm
 f vv 12
 2 21
 1
 +=
 .הם העגלה הקלה והכבדה בהתאמה 2-ו 1כאשר הגופים
 imm :כן לגבי ההתנגשות השנייה כמוmm
 fi vvv 111 21
 21
 +−==
 immm
 fi vvv 12
 22 21
 1
 +==
 012
 12
 212
 2 21
 1
 21
 12
 21
 21
 21
 1
 21
 12
 21
 1 =⋅+⋅=+= ++−
 +−
 ++−
 + immm
 mmmm
 immmm
 mmm
 immmm
 immm
 i vvvvv
 .נעצרה 2ולכן העגלה
 36הדגמה
 הכדור העליון קטן מהתחתון ולכן גם . מפילים שני כדורים זה על גבי זה בתוך צינורית
 ון מקבל מהירות לאחר ההתנגשות שהיא גבוהה רואים שהכדור העלי. קל ממנו
 וזאת באמצעות העובדה שהוא קופץ לגובה -מהמהירות שהייתה לו לפני ההתנגשות
 .רב יותר מגובה הצינורית
 :הסבר
 vהכדור הגדול רותע למעלה במהירות . את מהירות הפגיעה של שני הכדורים בתחתית v-נסמן ב
 נניח שהוא מסה (מהירות הכדור הקטן , אחרי ההתנגשות. −v שמהירותו היא, ומתנגש בכדור הקטן
 1:( vvvv MmMm
 MmM
 MmMm
 f ++−
 ++− =+−= 32
 1 )(
 mMmMMMMm :אזי >Mm- מאחר ש −<−++ 3)(22 <<
 vv :ולכן f <1
 התנגשות לא אלסטית
 , היא הופכת לאנרגית חום. התנגשות לא אלסטית היא התנגשות שבה האנרגיה הקינטית לא נשמרת
 כתוצאה מהקיום של שימור . לדפורמציה מכנית של הגופים המתנגשים או בחלקה גם לאנרגיה קולית
 א אלסטית התנגשות תקרא ל. בדרך כלל לא כל האנרגיה הקינטית יכולה ללכת לאיבוד, התנע
 על מנת , לחלוטין כאשר שני גופים יצמדו זה לזה לאחר ההתנגשות אולם עדיין הם יכולים לנוע ביחד
 כל האנרגיה הקינטית , במקרה כזה. לשמר את התנע הכולל כך שיהיה שווה לתנע הכולל ההתחלתי
 , כפי שראינו קודם לכן. 0המהירות היחסית של שני הגופים היא . תנת לאיבוד אכן הולכת לאיבודישנ
 בהתנגשות אלסטית המהירות היחסית בין שני הגופים לאחר ההתנגשות שווה בגודלה והפוכה
 לכן מגדירים את הגודל הבא שנקרא מקדם התקומה. בסימנה למהירות היחסית לפני ההתנגשות
 )coellicient of restitution( ii
 ff
 vv
 vve
 21
 21
 −
 −−=
 e=1התנגשות אלסטית במקרה של
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 .e=0 ,במקרה של התנגשות אי אלסטית לחלוטין
 .והוא מייצג פחות או יותר את האלסטיות של ההתנגשות 1- ל 0הוא בין eבכל מקרה אחר
 אזי , נמצא בתנועה לפני ההתנגשות 1אם רק גוף . בהתנגשות אינאלאסטית לחלוטין נסתכל עכשיו
 Vmmvm: קיים משימור תנע )( 211 היא המהירות המשותפת של שני הגופים אחרי V כאשר, =+
 לפני 1היא המהירות ההתחלתית של גוף v-ו, )רכז המסה שלהםזוהי בעצם מהירות מ(ההתנגשות
 .ההתנגשות
 :Vמכאן ניתן לקבל את 21
 1
 mmvmV +=
 ה וכיוונ, שהמהירות הסופית תמיד קטנה מהמהירות ההתחלתית של החלקיק הפוגע, אפוא, ויוצא
 12 כאשר. ככוון המהירות ההתחלתית mm >> וזה המקרה שקורה כאשר עגבנייה , V→0 אזי,
 .היא נצמדת לאדמה ומהירותה מתאפסת. נופלת על הארץ
 Vmmvmvm אזי קיים, אם שני האגפים נעים לפני ההתנגשות )( 212211 +=+
 :קרה כזהבמ21
 2211
 mmvmvmV +
 +=
 ולא תהיה כלל , תתאפס V-ייתכן ש, אם יש להם כוונים הפוכים, 2v-ו 1vובהתאם לערכים של
 .יתכלומר כל האנרגיה הקינטית ההתחלתית עברה לאנרגיה פנימ, אנרגיה קינטית בסוף התנועה
 :17 הדוגמ
 מדובר בבלוק עץ גדול . מטוטלת בליסטית מודדת מהירות של כדור
 kgMבמסה יורים קליע במסה . שתלוי באמצעות שני חוטים, =4.5
 gm הבלוק והקליע שבתוכו . והקליע נתקע בתוכו, לתוך הבלוק =5.9
 ך הבלוק נד שמאלה וכתוצאה מכ, מקבלים מהירות סופית מסוימת
 .ממצבו ההתחלתי cm3.6ועולה לגובה של
 ?מהי מהירות הקליע לפני ההתנגשות
 ?ואיזה חלק ממנה נותר כאנרגיה מכנית, מהי האנרגיה הקינטית שלו
 :פתרון
 VMmmv קיים )( +=
 ghMmVMm :ניתן לחשב משימור אנרגיה Vאת )()( 221 +=+
 ghV :ולכן 2=
 s :ומכאןm
 mMm ghv 6320063.08.922 0095.0
 4.50095.0 =⋅⋅== ++
 JmvK 18956320095.0 2212
 21 =⋅⋅==
 JghMmE :האנרגיה המכנית שנותרה בסוף 3.3063.08.9)0095.04.5()( =⋅⋅+=+=
 vr
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למהנדסים' פיזיקה א -27- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 %18.0108.1 :החלק הנותר הוא, ולכן 31895
 3.3 =⋅= −
 :18 הדוגמ
 kgmמסה (איש קאראטה מכה באגרופו 7.01 ושובר לוח עץ , )=
 קבוע קפיץ .kg2.3ל לבלוק בטון במסה "הוא עושה כנ. kg14.0במסה
 mלכיפוף של לוח העץ הוא N4101.4 ולכיפוף של בלוק הבטון , ⋅
 mN6106.2 ⋅.
 mmdהלוח נשבר כאשר הוא מתכופף בשיעור ובלוק הבטון , =16
 mmdנשבר בהתכופפות של 1.1=.
 ?מה האנרגיה האצורה בלוח העץ ובבלוק הבטון ממש לפני השבירה
 מ לשבור את לוח העץ ואת "של האגרוף הדרושה ע vמהי המהירות
 , יתהנח שבזמן ההתכופפות נשמרת האנרגיה המכנ? בלוק הבטון
 וכן , ושהאגרוף והלוח או הבלוק נעצרים ממש לפני השבירה
 .שההתנגשות בין האגרוף ובין הלוח היא אינאלאסטית לחלוטין
 :פתרון
 221 kdU =
 JU :עבור לוח העץ 2.5016.0101.4 2421 =⋅⋅⋅=
 JU :ועבור בלוק הבטון 6.10011.0106.2 2621 =⋅⋅⋅=
 אזי האנרגיה הקינטית של האגרוף והלוח אחרי , וףאם האנרגיה המכנית נשמרת בזמן הכיפ
 :כלומר. עבור הבלוק J6.1-ול, עבור לוח העץ J2.5-ההתנגשות יוצאת שווה ל
 UVmmK =+= 2212
 1 )(
 21
 2mm
 UV +=
 Vmmvm :משימור תנע בהתנגשות נובע, מצד שני )( 211 +=
 :ולכן211
 21
 1
 21 2mm
 Um
 mmm
 mm Vv +++ ==
 s :עבור לוח העץmv 2.414.07.0
 2.527.0
 14.07.0 == +⋅+
 s :עבור הבלוק מבטוןmv 0.52.37.0
 6.127.0
 2.37.0 == +⋅+
 שלמרות שצריך להשקיע פחות אנרגיה על מנת לשבור את הבלוק יש צורך במהירות , יוצא איפוא
 האנרגיה מהאגרוף לבלוק כי המסה הגדולה של הבלוק הופכת את העברת, יותר גבוהה של האגרוף
 .לפחות יעילה
 vr
 vr
 d
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למהנדסים' פיזיקה א -28- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 הפלת שני כדורים שונים - מקדם תקומה: 44גמה הד
 אחד מהם קופץ למעלה כמעט לאותו גובה והשני . מפילים שני כדורים שונים שנראים אותו דבר
 .התנגשות אינאלסטית לחלוטין - במקרה השני. נשאר על הרצפה
 התנגשות פלסטית בכדורים: 43גמה הד
 אלא שהפעם מצמידים חתיכת , של התנגשות בין שני כדורים במטוטלת 35ם על הדגמה חוזרי
 פלסטלינה לאחד מהכדורים ואז רואים שלאחר ההתנגשות שני הכדורים נצמדים זה לזה וממשיכים
 ).אבל קשה להעריך זאת 4פי (לנוע בכיוון הכדור הפוגע במהירות הרבה יותר נמוכה
 התנגשות פלסטית במסילת אוויר: 23מה גהד
 עגלה שניה באותה מסה מתקדמת לעברה . עגלה אחת במנוחה ומחובר אליה מוט קטן עם חור
 הפין נכנס לחור והן , ברגע ששתי העגלות מתנגשות . במהירות קבועה ומחובר אליה מוט עם פין
 מהמהירות של העגלה 2פי רואים שהמהירות המשותפת שלהן קטנה. ממשיכות לנוע צמודות זו לזו
 .הפוגעת
 התנגשויות בשני מימדים
 התקיפה איננה בכיוון , כאשר ההתנגשות היא לא חזיתית
 הן החלקיק הפוגע והן , המהירות של החלקיק הפוגע ולכן
 נניח שהמטרה . המטרה מקבלים מרכיב תנע גם בכיוון ניצב
 והמטרה 1θמשתחרר בזוית ) 1(במנוחה ושהחלקיק הפוגע
 .2θ משתחררת בזוית) 2(
 ):וון תנועת החלקיק הפוגע לפני ההתנגשותיכ( x משימור תנע בכוון ציר
 22211111 coscos θθ ffi vmvmvm +=
 222111 :ן הניצבווומשמור תנע בכי sinsin0 θθ ff vmvm +=
 :אזי) התנגשות אלסטית(אם קיים גם שימור אנרגיה 2
 22212
 11212
 1121
 ffi vmvmvm +=
 ,1θושתי זויות fv2 ,fv1 ,iv1 - מהירויות 1m ,2m 3 - מסות 2: גדלים 7בשלוש המשוואות מופיעים
 2θ.
 . ל על מנת לקבל את יתר השלושה"ניתן להשתמש בשלוש המשוואות הנ, גדלים מתוכם 4אם יודעים
 .המהירות ההתחלתית ואחת הזויות, כ יודעים את שתי המסות"בד
 :19 הדוגמ
 שוות בהתנגשות אלסטית אזי שני החלקיקים הראה שבמקרה של מסות
 אלא אם כן ההתנגשות (זה לזה °90במצב הסופי ינועו תמיד בזוית של
 ).היא חזיתית
 1miv1
 r2m 2θ
 1θ
 tv2
 r
 tv1
 r
 tv1
 r
 iv1
 r
 tv2
 r
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למהנדסים' פיזיקה א -29- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 :פתרון
 ffi :מתקיים מבחינה וקטורית vmvmvm 221111 +=
 21- אך מאחר ש mm ffi :מתקיים = vvv 211 +=
 :ן מחוק חיבור וקטורים קיים המצבולכ
 :כמו כן משימור אנרגיה קיים2
 22212
 11212
 1121
 ffi vmvmvm +=
 21 - ושוב mm :ונקבל =2
 22
 12
 1 ffi vvv +=
 .°90 -צריכה להיות שווה ל fv2לבין fv1לפי משפט פיתגורס נובע שהזוית בין , ולכן
 :20 הדוגמ
 מתנגשים ונצמדים זה לזה , שני מחליקים נעים בניצב זה לזה
 .בהתנגשות
 kgmAבמסה Aמחליק נע ימינה במהירות =83
 hkm
 Av 2.6=.
 kgmB במסה Bמחליק נע קדימה במהירות =55
 hkm
 Bv 8.7=.
 מהו השינוי היחסי באנרגיה הקינטית בעקבות ו מהי מהירות המשותפת לאחר ההתנגשות
 ?ההתנגשות
 :פתרון
 BA- נסמן ב mmM .את מהירותם המשותפת אחרי ההתנגשות V- וב =+
 x: θcosMVvmמשימור תנע קוי בציר AA =
 y: θsinMVvmמשימור תנע קוי בציר BB =
 ===⇒=° :ולכן ⋅⋅ 40834.0tan 2.683
 8.755 θθAA
 BB
 vmvm
 ) :וגם ) hkm
 Mvm AAV 86.440cos5583
 2683cos === °+
 ⋅⋅θ
 :האנרגיה הקינטית ההתחלתית
 2
 2
 32688.7552.683 2212
 212
 212
 21
 h
 kmkgBBAAi vmvmK ⋅==⋅⋅+⋅⋅=+=
 :האנרגיה הקינטית הסופית2
 2
 161886.4)5583( 2212
 21
 h
 kmkgf MVK ⋅=⋅+==
 505.03268 :ולכן השינוי היחסי הוא32681618 −=== −−
 i
 if
 K
 KKfrac
 Avr
 Am
 BmBvr
 θBA mmM +=
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למהנדסים' פיזיקה א -30- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 תהליכי ריאקציה והתפרקות גרעיניים
 כתוצאה מן ההתנגשות יכולים . ריאקציה גרעינית הא תהליך שבו שני גרעינים מתנגשים זה בזה
 טית כי יש מעבר מאנרגיה קינ, להווצר גרעינים חדשים וזה אומר שהאנרגיה הקינטית לא נשמרת
 על פי הנוסחה , לשינוי של מסה2MCE באופן דומה ניתן לטפל גם . התנע נשמר, לעומת זאת. =
 .בהתפרקות של גרעין אחד לשני גרעינים אחרים
 :21דוגמה
 שהוא גרעין של αר חלקיק תוך שחרו Th231מתפרק לתוריום , U235, אקטיבי של אורניום- גרעין רדיו
 He4: ThU 231235 +→α
 MeVKיש אנרגיה קינטית α-לחלקיק ה 460=α .מהי האנרגיה הקינטית של גרעין התוריום?
 :פתרון
 ααvmvm :התנע גרעין האורניום הוא במנוחה ולכן מחוק שימור ThTh +=0
 ααvmvm :ומכאן ThTh −=
 :ואם נעלה משוואה זו בריבוע נקבל2222
 αα vmvm ThTh =
 MeVKKKmKm :אוThm
 mThThTh 0797.060.4231
 4 =⋅==⇒= αααα
 MeVKK :בסוף יש לנו בסך הכל אנרגיה קינטית של Th 68.408.06.4 =+=+α
 %7.168.4 :בל רקשהתקבלה כולה כתוצאה מהעובה שהגרעין של התוריום מק08.0 =
 .מהאנרגיה הקינטית הכוללת
 :22דוגמה
 ptdd :בתהליך של היתוך גרעיני מתרחשת הריאקציה +=+
 ummum :כאשר נתון tdp 01605.3014104.200783.1 ===
 )MeVu 5.9311 =(
 ?כמה אנרגיה נוצרת כתוצאה משינוי המסה בריאקציה
 MeVKdנטית של דויטרון באנרגיה קי רואים שהפרוטון נע בזוית . מתנגש בדויטרון במנוחה =50.1
 מהי האנרגיה הקינטית של . MeV39.3באנרגיה קינטית של , מכיוון הדויטרון הפוגע °90של
 ?הטריטון ובאיזו זוית הוא משתחרר
 :פתרון
 .של הריאקציה ככמות האנגיה שמשתחררת בריאקציה Qמגדירים את הגודל
 :קיים
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למהנדסים' פיזיקה א -31- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 ( ) ( ) MeVcmmmmcQ ptd 02.45.93100783.101605.3014104.222 22 =⋅−−⋅=−−=∆−=
 היא נקראת Q>0הריאקציה נקראת אקסוטרמית וכאשר , כמו במקרה שלנו Q<0כאשר
 .אלסטית הריאקציה היא Q=0כאשר . אנדוטרמית
 dpt :קיים KKKQ ++=
 MeVKKQK :ולכן dpt 13.25.139.302.4 =+−=+−=
 x: φcosttddמשימור תנע בציר vmvm =
 yומשימור תנע בכיוון ציר : φsin0 ttpp vmvm −=
 :ולכןtt
 pp
 vm
 vm=φsin
 mKvmmv :אולם 222 ==
 ===⇒=° :ולכן יוצא ⋅⋅ 9.4673.0sin 13.202.3
 39.301.12
 2 φφtt
 pp
 Km
 Km
 :צריך להתקיים. xנבדוק אם התנע אכן נשמר בכיוון ציר
 °=⇒=== ⋅⋅ 8.4668.0cos 13.202.3
 50.101.222 φφ
 tt
 dd
 KmKm
 .התקבלה אותה זוית עד כדי דיוק החישוב, כלומר
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למהנדסים' פיזיקה א -32- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 תנועה סיבובית
 הזזה וסיבוב
 ראינו גם שהחוק . או מערכת של גופים נקודתיים, יעד עכשיו דיברנו בעיקר על תנועה של גוף נקודת
 חוק שימור התנע וחוק שימור האנרגיה נכונים גם עבור גוף צפיד בעל -ובמקביל , השני של ניוטון
 לגבי גוף צפיד יכולים , אולם. כל עוד מדובר בתנועה של מרכז המסה של הגוף הצפיד, ממדים סופיים
 כל תנועה של גוף צפיד ניתנת לפירוק . ו סביב ציר כלשהואלדבר גם על סיבוב סביב מרכז המסה א
 ).רוטציה(וסיבוב סביב מרכז המסה ) טרנסלציה(להזזה של מרכז המסה
 תנועה מעגלית יכולה להיות גם לגוף נקודתי ואין מה לדבר . יש להבחין בין סיבוב לבין תנועה מעגלית
 אם גוף צפיד שומר על למשל. ללא סיבוב, דתנועה מעגלית יכולה להיות גם לגוף צפי. אז על סיבוב
 ). קרונית בגלגל ענק: לדוגמא. (האוריינטציה שלו במרחב אבל מרכז המסה נע בתנועה מעגלית
 , אם לעומת זאת הגוף משנה את האוריינטציה שלו במרחב. במקרה כזה התנועה היא הזזה טהורה
 .יש לנו גם סיבוב
 אותו חלק של הגוף פונה תמיד החוצה וחלק (המעגלית אם תדירות הסיבוב זהה לתדירות התנועה
 אזי אנו יכולים , כמו למשל תנועת הירח מסביב לכדור הארץ) אחר פונה תמיד אל מרכז המעגל
 + )הזזה(לראות זאת הן בתור סיבוב סביב למרכז המעגל או בתור קומבינציה של תנועה מעגלית
 .סיבוב מסביב למרכז המסה
 :רלבנטיים גם עבור סיבובים, נו עד עתה במכניקה של הזזותכל הנושאים שבהם עסק
 ).מהירות זויתית ותאוצה זויתית, העתק זויתי(קינמטיקה ↔)מהירות ותאוצה,העתק(קינמטיקה
 )מרכז התמדה, מומנט(חוקי ניוטון ↔)מסה,כח(חוקי ניוטון
 )אנרגיה קינטית של סיבוב(אנרגיה ↔)ת של הזזהאנרגיה קינטי(אנרגיה
 תנע זויתי↔תנע קווי
 אם כי לא בהכרח באותו הסדר שבו , אנו נטפל בכל הנושאים האלה בהקשר של תנועה סיבובית
 .טיפלנו עד עתה
 אפשר לראות . של סיבוב 3- הזזה ושל 3:דרגות חופש של תנועה 6אפשר גם לאמר שלגוף צפיד יש
 אלה . כוונים ניצבים 3-אנו יכולים להזיז אותה ב, אם נקח נקודה מסויימת על הגוף :זאת בדרך הבאה
 ע שקבענו נקודה זו במרחב אנו יכולים להזיז נקודה שנייה בגוף גבר. דרגות החופש של ההזזה 3הן
 בין הנקודה הראשונה שהמרחקאחר זאת מ .רק על ידי סיבוב הגוף מסביב לנקודה הראשונה
 ונים ניצבים לקו המחבר אותה אל הנקודה ואפשר לסובב אותה בשני כ. והשנייה חייב להשאר קבוע
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למהנדסים' פיזיקה א -33- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 האפשרות היחידה שנותרה היא לסובב את כל , ברגע שקבענו את הנקודה השנייה. הראשונה
 .שלישית של הסיבובזה נותן לנו דרגת חופש . ל"הגוףמסביב לציר העובר דרך שתי נקודות הנ
 קינמטיקה של סיבוב
 . הציר יכול להיות קבוע במרחב או לשנות את מיקומו וכיוונו. ה סיבובית היא תנועה מסביב לצירעתנו
 זו לא חייבת להיות בהכרח מערכת . נניח שאנו נמצאים במערכת צירים שבה הציר קבוע במרחב
 כל . היה באיזושהי נקודה על ציר הסיבובנבחר את הראשית של המערכת שלנו כך שת. אינרציאלית
 . נקודה בגוף נעה בתנועה מעגלית מסביב לציר וכל נקודה נעה באינטגרל זמן מסוים באותה זווית
 .שבה כל נקודה בגוף נעה אותו מרחק לינארי באינטגרל זמן מסוים, זאת בניגוד להזזה
 ניצב לציר אנו יכולים לקבוע קו ייחוס מסוים קבוע בתוך הגוף המסתובב ו
 הזווית של הקו הזה ביחס לכוון קבוע . קו זה יסתובב ביחד עם הגוף .הסיבוב
 אם נקודה מסוימת על קו . ניצב לציר הסיבוב תקרא המיקום הזוויתי של הגוף
 הוא אורך s(מהקו המתאר את הכוון הקבוע sמרוחקת מרחק , הייחוס
 rאזי , )הקשתs=θ את . הוא המיקום הזוויתי של הגוףθ מודדים בדרך כלל
 π2כאשר בכל סיבוב יש , אפשר למדוד אותה גם בסיבוביםsאבל , ברדיאנים
 radrev :רדיאנים π21 =
 =° :או כמובן גם במעלות 3.571rad
 °=3601rev
 כך , אלא ממשיכים להעלות אותו 0-ל θלא מחזירים את , ברגע שקו הייחוס משלים סיבוב מלא
 .rad4=θ, שאחרי שני סיבובים
 ), בזמן θאם יודעים את התלות של )tθ ,אזי יודעים בעצם הכול על התנועה.
 :אומרים שהוא ביצוע העתקה זוויתית של, 2θ-ל 1θ- ברגע שגוף שינה את המיקום הזוויתי שלו מ
 12 θθθ −=∆
 העתקה זוויתית יכולה ). ותו מיקום זוויתיאך לא א(לכל נקודה בגוף הצפיד יש אותה העתקה זוויתית
 , אם הגוף מסתובב בכוון הפוך לכוון השעון. בהתאם לכוון הסיבוב של הגוף, להיות חיובית או שלילית
 θ∆ חיובי ואם הגוף מסתובב בכוון השעון ,θ∆ שלילי.
 אנו מגדירים את . 2tבזמן 2θובמיקום זוויתי 1tבזמן 1θי נניח עתה שהגוף שלנו הוא במיקום זווית
 :המהירות הזוויתית הממוצעת בתור12
 12
 tt −−= θθω
 dt :אנו מגדירים את המהירות הזוויתית הרגעית, כמו כןd
 tt
 θθω == ∆∆
 →∆ 0lim
 קו ייחוס
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 המידה שבה . אלא גם לכל נקודה ונקודה שבו, משוואות אלה נכונות לא רק לגוף המסתובב בכללותן
 sמודדים מהירות זוויתית היא rad אוs
 rev )Hz, scycle, min
 rev ( יש סימן נפרד לתדירות שהיא לפעמים
 πνπω: ואז νאו f, סיבובים לשניה 22 == f גםω יכול להיות חיובי או שלילי בהתאם לכוון
 ).הסיבוב נגד או בכוון השעון
 יש 1tנניח שבזמן . אזי יש לו תאוצה זוויתית, ועהאם המהירות הזוויתית של גוף מסתובב איננה קב
 אזי התאוצה הזוויתית הממוצעת שלו , 2ωיש לו מהירות זוויתית 2tובזמן 1ωלו מהירות זוויתית
 ttt :תהיה ∆∆
 −− == ωωωω
 12
 12
 :0-שואף ל ∆tה הזוויתית הרגעית מגדירים בתור הגדול של הביטוי הזה כאשר את התאוצ
 dtd
 tt
 ωωα == ∆∆
 →∆ 0lim
 , התאוצה הזוויתית הממוצעת והתאוצה הזוויתית הרגעית מוגדרות לא רק לגבי הגוף הצפיד בכללותו
 .אלא גם לגבי כל נקודה ונקודה שבו
 .2srevאו 2sradהיחידה של תאוצה זוויתית היא
 :1 הדוגמ
 4273: המיקום הזוויתי של קו ייחוס בגלגל מסתובב נתון על ידי +−= ttθ כאשרt בשניות ו-θ
 .ברדיאנים
 )מצא את )tω ואת( )tα?
 ?ω=0האם קיים מתי שהוא
 t≤0תאר את תנועת הגלגל עבור
 :פתרון
 ( ) 273 2 −== tt dtdθω
 ( ) tt dtd 6== ωα
 stt 32730 2 ±=⇒−==ω
 אולם מהירות הסיבוב שלו קטנה , כלומר בכיוון השעון, שליליωב עם הגלגל מסתוב t=0בזמן
 .כאשר התאוטה הולכת וגדלה, בערכה המוחלט
 stבזמן הגלגל נעצר לרגע והופך את כיוון תנועתו לכיוון הפוך לכיוון השעון עם תאוצה הולכת =3
 .וגדלה
 :2 הדוגמ
 ttבב עם תאוצה זוויתית סביבון מסתו 45 3 −=α .0-ב=t יש לו מהירות זוויתית שלsrad5 וקו
 נקבל ביטויים עבור המהירות הזוויתית והמיקום הזוויתי . rad2=θהייחוס שלו הוא במיקום הזוויתי
 .של הסביבון
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 :פתרון
 ∫ ∫ +−=−== ctttttt 24453 2)45( θαθω
 c=5: ולכן יוצאt ,5=ω=0- מוצאים מתוך הנתון שב cאת
 )(52 :וקיבלנו אפוא 2445 +−= tttω
 ∫ :ולכן ∫ ++−=+−== '5)52()( 3325
 4124
 45 ctttdtttdttwθ
 2': ולכן יוצא t ,2=θ=0נתון שב נמצא מתוך ה c'את c=
 )(25 :מכאן 3325
 41 ++−= ttttθ
 תנועה עם תאוצה זוויתית קבועה
 גם בסיבוב יש עניין להסתכל על . יש עניין מיוחד בתנועה עם תאוצה קבועה, כפי שראינו בהזזה
 .קבועה סיבוב בתאוצה זוויתית
 tαωω :קבוע אזי αאם += 0
 2 :מכאן. t=0היא המהירות הזוויתית בזמן 0ωכאשר 21
 00 tt αωθθ ++=
 2 :או21
 00 tt αωθθ +=−
 )(t :ואפשר גם לרשום 021
 0 ωωθθ +=−
 22)(2)( :או גם 02
 02
 21
 02
 022
 02
 02 θθαωαωαωααωωω −+=++=++= tttt
 :כאשר ,וקיבלנו מערכת של משוואות מקבילה לחלוטין לזו שהייתה לנו במקרה של תאוצה קבועה
 avvxx ↔↔↔↔↔ αωωθθ ,,,, 0000
 :3 הדוגמ
 235.0חיים יש תאוצה זוויתית קבועה של ילאבן רs
 rad=α והיא מתחילה לנוע ממהירות זוויתית
 srad6.40 −=ω.
 ?באיזה זמן היא תיעצר
 ?סיבובים 5באיזה זמן היא תגיע למצב שבו ההעתקה הזוויתית שלה היא
 :פתרון
 stt 130 35.06.4
 00 =−=−=⇒=+= −αωαωω
 2212
 21
 00 35.06.425 tttt ⋅+−=+=−=⋅ αωθθπ
 04.316.4175.0 :לכן מתקבלת המשוואה הריבועית 2 =−− tt
 st :מכאן 3235.04.31175.046.46.4 2
 == ⋅⋅+±
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 .כי הוא לא מתאים לניסוח של השאלה t>0נו את הפתרון עם כאשר זרק
 גדלים זוויתיים כווקטורים
 המהירות והתאוצה של חלקיק שמבצע הזזה הם ווקטורים ולכן נשאלת השאלה , כפי שראינו המיקום
 ?האם ניתן להגדיר גם את הגדלים הזוויתיים כווקטורים
 ולכן , כי הוא יכול לנוע רק קדימה או אחורה, אין צורך בתיאור ווקטורי, עבור חלקיק שנע בקו ישר
 ל לגבי גוף צפיד "כנ. למהירות ולתאוצה גודל עם סימן חיובי או שלילי, מספיק לתת להעתקה שלו
 ולכן מספיק לתת לגדלים , שיכול להסתובב סביב ציר קבוע בכיוון השעון או בכיוון הפוך לשעון
 אם אנו רוצים לתת לציר הסיבוב את האפשרות לשנות , לעומת זאת. גודל וסימן הקינמטיים הזוויתיים
 מגדירים את הכיוון של הווקטור . אנו חייבים להגדיר את הגדלים הזוויתיים בתור ווקטורים, את כיוונו
 ωr
 נעות בכיוון הסיבוב אם אצבעות יד ימין : על פי כלל היד הימנית כלומר, ככיוון הציר של הסיבוב
 ωאזי האגודל מראה את כיוון הווקטור r
 מתהפך גם הכיוון של , אם כיוון הסיבוב מתהפך, בצורה כזו.
 ωהווקטור r
 הווקטור כאן לא מציין את כיוון התנועה אלא את כיוון הציר שסביבו , בניגוד להזזה .
 .הווקטור מגדיר את התנועה, ל מקרהבכ. מתרחשת התנועה
 dt: אף היא ווקטור ומוגדרת בצורה, התאוצה הזוויתיתdωαrr
 יש כאן בעצם הרחבה של ההגדרה של . =
 ωכי שינוי של , התאוצה הזוויתיתr
 :בזמן יכול להיות בשתי צורות
 ωן של הכיוו: כלומר, וא מסביב לציר קבועההסיבוב r
 αקבוע ואז r
 או בכיוון , הוא בכיוון ציר הסיבוב
 αבהתאם לסימן של (הפוך לו r
 dt-וגודלו שווה ל) dω.
 ωהסיבוב אינו מסביב לציר קבוע ואז הכיוון של r
 α-משתנה ו r
 יכול לקבל אז כל כיוון שהוא וגודלו אינו
 ωנובע רק מהשינוי בגודל של r
 ωאלא גם מהשינוי בכיוון של r
 .
 ? האם גם אותה ניתן להגדיר בתור ווקטור. עד עתה פסחנו בדיון שלנו על ההעתקה הזוויתית
 לא ניתן לראות -אולם בכל זאת . לתת לה את ציר הסיבוב בתור הכיוון של הווקטורלכאורה אפשר
 abbaאנו יודעים שבחיבור ווקטורים קיים כלל החילופיות . אותה כווקטורrrrr
 , לעומת זאת. +=+
 y כך סביב ציר-ואחר x אם נסובב חפץ מסוים תחילה סביב ציר. בהעתקה סיבובית אין חילופיות
 נקבל אותו במצב xכך לפי ציר- ואחרyואם נסובב אותו קודם סביב לפי ציר, נקבל אותו במצב מסוים
 טסימליות מסובבים בזויות אינפיני, לעומת זאת, אם. דבר זה נכון עבור סיבובים בזויות סופיות. אחר
 שמוגדרת בתור שינוי אינפיניטסימלי בזוית חלקי שינוי , מהירות זוויתית, לכן. אזי אין בעיה
 .בעתיד הקרוב נראה דוגמא לחיבור של שתי מהירויות זוויתיות. היא כן חילופית, אינפיניטסימלי בזמן
 הקשר בין גדלים זוויתיים וגדלים ליניאריים
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 אנו מחלקים אותו להרבה אלמנטים , גוף צפיד מסתובבמנת לחקור את הדינמיקה של - על
 כל אלמנט מבצע בעצם תנועה . אינפיניטסימליים ומסתכלים על הדינמיקה של כל אלמנט כזה
 חשוב לדעת את , מעגלית ולגביה אנו יודעים לחשב מהירות ותאוצה לינאריות ולכן
 .געיותהקשר בין המהירות והתאוצה הלינאריות לבין המהירות והתאוצה הר
 ωנסתכל על גוף מסתובב בתדירות זוויתית r
 את הראשית של הצירים אנו שמים על .
 rנסתכל על נקודה מסוימת בגוף בקואורדינטה . ציר הסיבובr
 היא מבצעת תנועה .
 αρכאשרρמעגלית מסביב לציר הסיבוב ברדיוס sinr= ו-α היא הזווית בין
 rהווקטורr
 rבין הווקטור: או במילים אחרות, לבין ציר הסיבוב r
 ωלווקטור r
 , dtבזמן .
 dtdההעתקה הזוויתית של הנקודה היא ωθ :ההעתקה הליניארית היא, ולכן =
 dtrdtdds αωρωθρ sin===
 αω :המהירות הליניארית של הנקודה היא, לכן sinrv dtds ==
 ωידי הווקטורים-המהירות הליניארית היא ווקטור שניצב למישור שנוצר עלr
 r- ו r
 :פשר לומרא, לכן.
 rvrrr
 ×=ω ,וזה נכון הן מבחינת הגודל שלvr
 .והן מבחינת הכיוון שלו
 rהווקטורים, שבמשך התנועה, ראוי להזכיר כאןr
 v-ו r
 ω גם –עקרונית . משנים את כיווניהם r
 כול י
 אך , יכולה לשנות את מיקומה Οגם הראשית . ציר התנועה יכול להשתנות, כלומר, לשנות את כיוונו
 v- יש לחבר ל, כך שבמערכת צירים שבה הראשית בתנועה, המהירות שחישבנו היא ביחס לראשיתr
 .שחישבנו את המהירות של ראשית הצירים
 dt- ש מאחרrdvrr
 rdt: אנו יכולים לכתוב, =rd rrr
 ×=ω ,השינוי בזמן של הווקטור: כלומרrr
 כתוצאה
 ωשווה למכפלה הווקטורית של, מהסיבוב שלו ביחד עם כל הגוף הצפידr
 r בווקטור r
 ון לא דבר זה נכ.
 rרק לגבי הווקטורr
 אם ניקח . אלא גם לגבי כל ווקטור אחר שנמצא במערכת של הגוף המסתובב
 Βווקטור כלשהו r
 ωאנו יכולים תמיד לפרק אותו למרכיב בכיוון הווקטור r
 שלא משתנה כתוצאה
 ω-ניצב למהסיבוב ומרכיב בכיוון r
 ,ΤΒr
 :קיים dt בזמן. שמשתנה כתוצאה מהסיבוב,
 dtddd αωθ sinΒ=Β=Β=Β ΤΤ
 rr
 Β×=Β :ויוצאrrr
 ωdtd
 Β בתנאי שבמערכת המסתובבת הווקטור, כל זאתr
 חייב להיות קבוע בזמן אולם הוא לא . קבוע בזמן
 :לכן. ואז יש להוסיף לאגף ימין גם את הנגזרת שלו לפי הזמן כפי שהיא נראית במערכת המסתובבת
 ( ) Β×+= ΒΒrrrr
 ωRdt
 ddtd
 Βהאיבר הראשון באגף ימין נובע מהשינוי של: כלומרr
 בזמן בתוך המערכת המסתובבת ואילו האיבר
 Βשגורם לשינוי בכיוון של, של המערכת השני נובע מהסיבובr
 .
 .נעבור עתה לתאוצה הליניארית של נקודה מסוימת בגוף המסתובב
 ωr
 ρ
 αrr
 O
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 :אפשר לחשב אותה בשני אופנים
 v מתוך גזירה ישירה שלr
 rv תוך שימוש בנוסחה, rrr
 ×=ω
 ) :נובע )rrra dtrd
 dtd
 dtvd rrrrrrrr rrr
 ××+×=×+×== ωωαωω
 אם הציר של התנועה אינו משנה את ). אם ישנה(האיבר הראשון נובע כתוצאה מהתאוצה הזוויתית
 α אזי, כיוונוr
 r היא בכיוון ציר התנועה ולכן rr
 ×α לכן. הוא בכיוון המהירות המשיקית של הנקודה ,
 a המרכיב הזה שלr
 האיבר השני נובע כתוצאה מהשינוי בכיוון של המהירות . נקרא תאוצה משיקית
 r .המשיקיתrr
 ×ω ואם נכפיל זאת ווקטורית ב, הוא כיוון המהירות המשיקית-ωr
 נקבל ווקטור בכיוון
 r הגודל של. כלומר בכיוון רדיאלי, ציר הסיבובrr
 ×ω הוא ρω. ωr
 r-תמיד ניצב ל rr
 ×ω הגודל , ולכן
 ) של )rrrr
 ×× ωω 2 הואρω .אם נציב ωρ=v נקבלρρω 22 v= , וקיבלנו את הנוסחה המוכרת של
 ) :קיבלנו אפוא. אוצה רדיאליתת )raR
 rrrr××= ωω
 raT
 rrr×=α
 RT aaarrr
 +=
 .דרך אחרת לקבל את התאוצה הליניארית היא מתוך הכלל שקבענו קודם לכן
 ) :באופן פורמלי קיים לגבי ווקטורים ) ( ) ( ) cbabcacbarrrrrrrrr⋅⋅−⋅⋅=××
 ) :ולכן ) ( ) ⊥−=−=−⋅⋅=×× rrrrrrrrrrrrrrrr 22
 ||22 ωωωωωωωω
 v, רכת המסתובבתבמעr
 ωאיננו קבוע אם r
 ) :איננו קבוע וקיים לכן ) rRdt
 vd rrr
 ×=α
 ) :ולכן ) ( )rrvRdt
 vddtvd rrrrrrrrr
 ××+×=×+= ωωαω
 :דוגמה לחיבור בין שתי מהירויות זויתיות
 במקרה . נסתכל על תנועה סיבובית של סביבון שהצד שלו מוטה באלכסון
 ציר הסיבוב של הסביבון מבצע סיבוב מסביב לציר , כפי שנראה בעתיד, הכז
 הראשית שלנו . הסיבוב הזה של ציר הסיבוב של הסביבון נקרא פרצסיה. אנכי
 זו גם הנקודה שבה שני הצירים . תהיה בתחתית הסביבון שנמצא במנוחה
 נסתכל על נקודה מסוימת בתוך הסביבון . של הסיבוב נפגשים
 rטה הרגעית שלה ביחס לראשית הוא שהקואורדינr
 לווקטור המהירות שלה .
 :יש בעצם שתי תרומות
 rv :האחת נובעת מהסיבוב סביב הציר המוטהrrr
 ×= 11 ω
 rv :והשנייה נובעת כתוצאה מהסיבוב דרך הציר האנכיrrr
 ×= 22 ω
 ) :המהירות הכללית היא ) rvvvrrrrrr
 ×+=+= 2121 ωω
 :אנו יכולים לאמר שלסביבון יש מהירות זויתית, זה נכון לכל נקודה על הסביבון ולכן
 21 ωωωrrr
 +=
 1ωr
 2ωr

Page 109
						

למהנדסים' פיזיקה א -39- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 1ωהמהירות הזויתית הזו משתנה עם הזמן כי r
 , אבל ברגע מסוים) משנה את כוונו(משתנה עם הזמן
 21ציר שכוונו כל הנקודות בסביבון מסתובבות סביב ה ωωrr
 כך שהמהירות של כל נקודה נתונה +
 21מתוך הווקטור ωωrr
 שהוא משותף לכל הנקודות והמרחק האנכי של הנקודה אל הציר שכוונו +
 21 ωωrr
 +.
 21 :התאוצה הזויתית היא21 ααα ωωω rrr rrr
 +=+== dtd
 dtd
 dtd
 02 :גם קבוע בכוונו ואז 2ωv. קבועים בגודלם 2ωv-ו 1ωv- נניח ש2 == dt
 dωαrr
 12 :משנה את כוונו ולפי מה שראינו קודם לכן 1ωvאבל 1 ωωω rrr
 ×=dtd
 121 :כלומר ωωααrrrr
 ×==
 αהתאוצה הזויתית r
 בעתיד נראה מה . כלומר הוא בכוון החוצה מהדף, 2ωv-ו 1ωvניצבת למישור של
 .גורם לתאוצה זויתית זו
 ) :לגבי התאוצה הקווית קיים ) ( ) ( )rrrrarrrrrrrrrrrr
 ××+××=××+×= ωωωωωωα 12
 21מסביב לציר שכוונו האיבר השני הוא התאוצה הרדיאלית כתוצאה מהתנועה הסיבובית ωωωrrr
 += .
 מענין שהכיוון של . האיבר הראשון הוא התאוצה כתוצאה מהשינוי המתמיד בכוונו של ציר הסיבוב
 ( ) rrrr
 ×× 12 ωω הוא לא הכוון המשיקי.
 תנע זויתי ומומנט סיבוב של גוף נקודתי
 יקה של גוף צפיד אולם ניתן להגדיר אותם גם תנע זויתי ומומנט סיבוב הם מושגים חשובים בדינמ
 .עבור גוף נקודתי ואז ניתן לחשב אותם עבור גוף צפיד
 .0שני הגדלים הללו מוגדרים תמיד ביחס לנקודת ייחוס
 pנניח שיש לנו גוף נקודתי בעל תנע r
 rשנמצא ברגע מסוים במיקום r
 . 0ביחס לנקודת הייחוס
 ) מגדירים את התנע הזויתי שלו בתור )vrmprLrrrrr
 ×=×=
 Lr
 rניצב למישור שבו נמצאים , איפוא r
 p- ו r
 Lבאופן כללי . r
 , להשתנות תוך כדי תנועת החלקיק יכול
 Lאזי , נמצאת על מישור זה 0אבל אם החלקיק נע במישור והנקודה r
 : כלומר, תמיד ניצב למישור
 .הכוון שלו קבוע
 Lr
 sנמדד ביחידות של mkg
 2
 .⋅sJoule- וזה אקויולנטי ל
 Lהתנע הזויתי , אטומים-עבור אטומים וחלקיקים תת, בתורת הקוונטיםr
 הוא תמיד כפולה שלמה או
 sJh :חצי שלמה של ⋅⋅== −342 10055.1πh
 .מודדים תנע זויתי ביחידות אלה, ולכן
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 vאם משתמשים ביחידות פולריות שבהן מפרידים את r
 r-האחד מקביל ל, לשני מרכיבים r
 והשני
 θvvv :ניצב לו r
 rrr+=
 ) :אזי ) θθ vrmvvrmL r
 rrrrrr
 ×=+×=
 r-וזאת מאחר שr
 θv- ו r
 Lניצבים זה לזה ולכן אפשר לאמר לגבי הגודל של r
 : 0=× rvrrr
 θmrvL :קיים, כאשר הראשית נמצאת במישור, בתנועה מישורית =
 dtdrv θ
 θ =
 ωθ :ולפיכך יוצא 22 mrmrL dtd ==
 Lוהכוון של r
 ωהוא ככוון הווקטור r
 :ת זאת הוא מתוך השימוש בנוסחהדרך אחרת לראו.
 ( ) ( ) ( )cbabcacbarrrrrrrrr
 ⋅−⋅=××
 ) :נקבל )rrmmrLrrrrr
 ωω ⋅−= 2
 r, בתנועה מישוריתr
 ω-במישור התנועה ו r
 ω⋅=0 :ולכן, ניצב לוrr
 r
 ω ):דוגמא בהמשך(ונשאר rr
 2mrL =
 0אנו מגדירים את מומנט הסיבוב של הכח הזה ביחס לנקודת ייחוס , ל כוח על גוף נקודתיכאשר פוע
 :בצורה
 τמומנט הסיבוב r
 rניצב למישור של ) turning momentאו torque -באנגלית ( r
 F - ו r
 מבחינת.
 φτ :הגודל שלו sinrF=
 rהיא הזוית בין φכאשר r
 F-ו r
 =⊥ :ואפשר לראות זאת כ rFτ
 r-הוא מרכיב הכוח הניצב ל F⊥כאשר r
 Fr⊥=τ :או כ,
 rהוא מרכיב r⊥כאשר r
 היחידה של מומנט . Fוהוא נקרא גם זרוע המומנט של F⊥בניצב לכוח
 mNהסיבוב היא אול 'אך בכל זאת לא משתמשים במושג ג, היש לו ממד של עבודה או של אנרגי. ⋅
 .בתור יחידה של מומנט סיבוב
 :דוגמה
 חשב את התנע הזויתי של הארץ בתנועתה סביב השמש ושל האלקטרון בתנועתו מסביב לפרוטון
 .באטום המימן
 :פתרון
 ω2mrL :בשני המקרים מדובר בתנועה מעגלית שהיא מישורית ואז =
 kg241078.5א מסת הארץ הי m111047.1 :והמרחק שלה מהשמש הוא ⋅ ⋅
 s71016.3שזה , זמן הסיבוב מסביב לשמש הוא שנה 172 :לכן ⋅ 1098.1 −−⋅== sTπω
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 ) :לכן ) sJmrL ⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅== − 407211242 1067.21098.11049.11098.5ω
 kgmמסתו , לגבי האלקטרון באטום המימן 31011.9 mrעין מרחקו מהגר, =⋅− 111029.5 −⋅=
 sהמהירות הזויתית שלו היא rad161013.4 ⋅=ω ולכן:
 ( ) h=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅== −−− sJmrL 3416211312 1005.11013.41029.51011.9ω
 iF ,אם פועלים על גוף נקודתי מספר כוחותr
 :אזי מומנט הסיבוב הוא,
 ∑∑∑ =×=×=i
 ii
 iii
 i FrFr ττrrrrrr
 )(
 . כום מומנטי הסיבוב של כל אחד מהכוחות הנפרדיםכלומר מומנט הסיבוב של סכום הכוחות שווה לס
 .זה נכון רק עבור גוף נקודתי
 :4 הדוגמ
 xzשור יפועלים על גוף נקודתי במ N20-שלושה כוחות שוים בגודלם ל
 x. 1Fלציר °30 מהראשית ובזוית של m3מרוחק r
 xמקביל לציר
 2F .בכוון השלילי שלוr
 3F-בכיוון השלילי שלו ו zמקביל לציר r
 מקביל
 .חשב את מומנט הסיבוב הכללי. לי שלובכוון השלי yלציר
 :פתרון
 NmrF 0.3150sin32)180sin(11 =°⋅⋅=−°⋅= θτ
 NmrF 2.5120sin32)60180sin(22 =°⋅⋅=°−°⋅=τ
 NmrF 690sin33 =°⋅=τ
 .yוהוא הפוך לציר , xzהוא ניצב למישור 1τ הכוון של
 .yוהוא בכוון ציר xzאף הוא ניצב למישור 2τהכוון של
 r- ניצב ל xzהוא במישור 3τהכוון של r
 θτמרכיב xזה נותן בכוון ציר . sin3 ובכוון צירz
 θτ cos3−. לכן: Nmxx 330sin33 =°== τττ
 Nmyyy 2.232.521 =−=+= τττ
 Nmz 2.530cos6cos333 −=°−=−== θτττ
 הקשר בין תנע זויתי למומנט סיבוב
 L מתוך הנוסחה שמגדירה את התנע הזויתיr
 :לפי הזמן נחשב את הנגזרת שלו
 dtpd
 dtrd
 dtd
 dtLd rrppr
 rrr rrrrr×++×=×=
 z
 y
 x
 rr
 1Fr
 3Fr
 2Fr
 θ
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 vdt האיבר הראשון מתאפס כיrd rr
 = vmp -ו rr
 = יש לנו כאן מכפלה מקטורית של שני ווקטורים , ולכן
 dtבאיבר השני אנו מציבים . מקביליםpdFrr
 τ: מקבליםושהוא החוק השני של ניוטון =rrrr
 =×= FrdtLd
 החוק . קצב השינוי בתנע הזויתי שווה למומנט הסיבוב הכללי הפועל על הגוף הנקודתי: כלומר
 והוא גם דומה בצורתו לחוק השני של ניוטון , שקיבלנו הוא אקויולנטי לחלוטים לחוק השני של ניוטון
 Fdtpd
 rr
 מכאן נובע גם שכאשר .ו מומנט סיבובאלא שבמקום תנע בא תנע זויתי ובמקום כוח יש לנ.=
 dt=0לא פועל על גוף נקודתי שום מומנט סיבוב אזי Ldr
 זה נקרא חוק . התנע הזויתי שלו נשמר: כלומר
 לגבי מסה נקודתית זה מקביל לחוק . שימור התנע הזויתי והוא מקביל לחוק שימור התנע הקוי
 על כוח על הגוף אזי הגוף נע במהירות קבועה או נמצא הראשון של ניוטון שאמר שכאשר לא פו
 .התנע שלו קבוע, כלומר, במנוחה
 :5 הדוגמ
 במרחק , על סף של בור בשלג Aנופל ממנוחה מנקודה m פנגווין במסה
 .Oמהראשית dאופקי
 .מצא ביטוי לתנע הזויתי של הפנגווין
 gm מהו מומנט הסיבוב של כוח המשקלr
 ?הפועל על הפנגווין
 :פתרון
 )sin(sin φφ ⋅=⋅= rmvrpL
 drאבל =⋅ φsin, וכןgtv tdmgL :ולכן = ⋅=
 mgdrmgrF =⋅== )sin(sin φφτ
 dt ן רואים שקייםואכdL=τ.
 כוח מרכזי
 דבר שיכול לקרות באחד . ראינו שהתנע הזויתי נשמר כאשר מומנט הסיבוב הפועל על הגוף מתאפס
 :משני המקרים
 Frאוטומטית גם מומנט הסיבוב - אם זה גוף נקודתי, ואז, או שהכוח הפועל על הגוף מתאפסrrr
 ×=τ
 .מתאפס
 rו שהכוח הפועל על הגוף מקביל לווקטור המיקום אr
 ואז המכפלה הווקטורית
 F, במקרה כזה. שלהם מתאפסתr
 או בכוון הפוך , Oהוא בכוון הראשית
 הם ש, כל הכוחות היסודים בטבע. כוח כזה נקרא כוח מרכזי. מהראשית החוצה
 כלומר הם פועלים על הקו , הם כוחות מרכזיים, שהם כוחות בין שני גופים
 כשה הוא למשל כוח הגרביטציה כפי שנראה בעתיד . המחבר את שני הגופים
 O Ad
 rr
 θ
 pr
 θrd
 θ
 θd rr
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 φ θ
 rr
 Fr
 0vr
 הכןח הפועל , באטום רב אלקטרונים. למשל בין האלקטרון והפרוטון באטום המימן, והכוח החשמלי
 ולכן הוא לא פועל בכוון , א גם מהאלקטרונים האחריםעל אלקטרון מסוים נובע לא רק מהגרעין אל
 .כלומר הוא לא מרכזי, מרכז האטום שהוא הגרעין
 L-כאשר הכוח הוא מרכזי וr
 L- קבוע אזי התנועה היא במישור שניצב ל r
 .
 Lהגודל של r
 dt :הוא במקרה כזה dmrL θ2=
 .זה קיים בתנועה מעגלית במהירות קבועה אך לא כך במקרה זה. ואף הוא קבוע
 dtהוא המרחק שהגוף עובר בזמן θrd-נזכור ש. על מנת ללמוד משהו כללי על התנועה במצב זה
 r- בניצב לr
 θrdr ולכן ⋅21 בזמן. הוא שטח הגזרה אותה מכסה הקו שמחבר את הראשית עם הגוף
 dt אפשר לקרוא לזהdA קבלנו איפוא :dtdAL Lוזה אומר שאם . =2
 r
 אזי הקו שמחבר את , קבוע
 .קבוע שטח קבוע הגוף עם הראשית מכסה בזמן
 חוק זה התגלה לראשונה באופן ניסיוני באסטרונומיה של כוכבי הלכת על ידי קפלר והוא נקרא החוק
 .נדון בו כאשר נדון בגרביטציה. השני של קפלר
 :נתון כח מרכזי דוחה שתלותו במרחק היא: בתור דוגמא לכוח מרכזי ננתח את הבעיה הבאה
 2rkF =
 במרחק זה הוא . ק מתקרב למרכז ממרחק גדול מאודחלקי
 הוא היה , כך שאם הכוח לא היה קיים, נע עדיין בקו ישר
 נסמן . נקרא פרמטר הפגיעה b. מהמרכז bחולף במרחק
 משימור תנע. 0v-את מהירות החלקיק במרחק גדול מאוד ב
 dt :זויתי נובעdmrbmv θ2
 0 =
 הוא נע שוב לאורך קו , מרגע שהחלקיק מתרחק לאינסוף
 שהיתה לו בהתחלה ולכן יש 0vביחס לכיוון ההתחלתי שלו והוא חוזר לאותה מהירות φישר בכיוון
 .Oמישר מקביל לו שעובר דרך bהוא שוב נע לאורך ישר במרחק , כלומר ,bmv0לו שוב תנע זויתי
 2 :היא yמשוואת התנועה בכיוון ציר sinsinr
 kydt
 dvFFm y θθ ===
 חוק השני של ניוטון כי יש כאן בעצם רק את ה, לא ניתן לקבל כאן יותר משתי משוואות בלתי תלויות
 dt :מהמשוואה הקודמת נובע. בשני מימדיםd
 bvrθ
 02
 11 =
 dt :ואם נציב במשוואה השניה נקבלd
 bmvk
 dtdv θθsin
 0
 0 =
 yv. ולבצע עליהם אינטגרציה מתחילת התנועה ועד סופה dt- אפשר להכפיל את שני האגפים ב
 φπעד 0-משתנה מ φ- ו φsin0vעד 0-נה ממשת ∫∫ :לכן יש לנו. −−
 =φπφ
 θθ0
 sin
 0
 sin0
 0
 ddv bmvk
 v
 y
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 ] :לכן ] ( )( ) ( )φφπθφ φπ cos11coscossin000 00 +=+−−=−= −bmv
 kbmv
 kbmv
 kv
 2sincos2 :אולם
 cos2
 sincos2
 sincos1
 sincos1 cot
 22
 22
 22
 22
 22 φ
 φφ
 φφ
 φ
 φφ
 φφ
 === −++
 bk :לכן קיבלנוmv 2
 0
 2cot =φ
 ככל שפרמטר הפגיעה . שנקראת זוית הפיזור φקיבלנו קשר בין פרמטר הפגיעה לבין הזווית : כלומר
 אם האנרגיה יותר , אנו רואים גם שעבור זוית פיזור מסוימת. זוית הפיזור יותר גדולה - יותר קטן
 י "זה מאפשר לחקור חלקיקים יותר ויותר קטנים ע .פרמטר הפפגיעה יכול להיות יותר קטן, גבוהה
 .העלאת האנרגיה
 תנע זויתי ומומנט סיבוב במערכת של חלקיקים
 התנע הזויתי הכולל הוא הסכום הוקטורי של התנעים הזויתיים של , כאשר יש מערכת של חלקיקים
 ∑∑ :כלומר, כל החלקיקים==
 ×==n
 iiii
 n
 ii vrmLL
 11
 rrrr
 אם . כאשר לכל החלקיקים יש לנו אותה נקודת ייחוס, Oקודת היחוס וכמובן שוא תלוי במיקום של נ
 cmcmii :נציב במשוואה זו rrrrrrrr
 +−=
 cmrכאשר r
 :אזי נקבל, הוא קואורדינטת מרכז המסה
 ( ) prLvrmvrrmL cmcm
 n
 iicmi
 n
 iicmii
 rrrrrrrr
 ×+=×+×−= ∑∑== 11
 cmLכאשר r
 Oכאשר נקודת היחוס : כלומר, י של מרכז המסה ביחס למכז מסההוא התנע הזוית
 p- נמצאת במרכז המסה וr
 ∑ :הוא התנע הכללי של מערכת החלקיקים =
 =n
 iii vmp
 1
 rr
 prcm, לכן
 rr-וי במיקום הראשית בעוד שהוא התנע הזויתי של מרכז המסה היחס לראשית והוא תל ×
 cmLr
 .לא תלוי במיקום הראשית
 קיבלנו איפוא שהתנע הזויתי של מערכת חלקיקים ניתן לביטוי באמצעות סכום של התנע הזויתי של
 התנע הזויתי של תנועת מרכז הכובד + המערכת כאילו היא מסתובבת סביב מרכז הכובד שלה
 מרכז הכובד מסביב לראשית היא כמו תנועה של חלקיק נקודתי מסביב תנועת . מסביב לראשית
 פרקנו בעצם את הסיבוב של מערכת החלקיקים , בצורה כזו. כלומר היא בעצם הזזה, לראשית
 cmL. הזזה של מרכז המסה ביחס לראשית+ מסביב לראשית לסיבוב שלה סביב מרכז המסה r
 נקרא
 .כתגם הספין של המער
 ) :במקרה הפרטי של שני גופים אפשר לרשום ) ( ) 222111 vrrmvrrmL cmcmcm ×−+×−=rrrrr
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 rrrr :אולם קיים mmm
 mmrmrm
 mmrmrm
 cm
 rrrr rrrr
 21
 2
 21
 2212
 21
 2211
 11 ++−
 ++ ==−=−
 21 :כאשר rrrrrr
 −=
 r-וr
 .2והמיקום של חלקיק 1הוא הוקטור המחבר בין המיקום של חלקיק
 rrrr :באותו אופן mmm
 mmrmrm
 mmrmrm
 cm
 rrrr rrrr
 21
 1
 21
 1121
 21
 2211
 22 ++−
 ++ −==−=−
 ) :ולכן יוצא )vrvrvrL mmmm
 mmmm
 cm
 rrrrrrr
 ×=×−×= ++ µ21 21
 21
 21
 21
 כאשר 21
 21
 mmmm+=µ 21-נקרא המסה המצומצמת ו vvv
 rrrביחס לחלקיק 1היא המהירות של החלקיק =−
 cmL-קיבלנו איפוא ש. 2r
 שמסתו היא המסה המצומצמת , נתון כנוסחה שך תנע זויתי של חלקיק יחיד
 .2ביחס לחלקיק 1והקואורדינטה שלו היא הקואורדינטה של חלקיק
 1חלקיק כדור הארץ הוא. בצורה כזו מתארים למשל את התנע הזויתי של כדור הארץ סביב השמש
 rווקטור המיקום של כדור הארץ ביחס לשמש הוא 2והשמש היא חלקיק r
 vומהירותו היא r
 במקרה .
 21, )כמו במקרה של תנועה של אלקטרון מסביב לגרעין(הזה mm 1mז אפשר להזניח את וא >>
 גם , למעשה. יוצא שהארץ מסתובבת סביב השמש .1m≈µ: ומתקבלµבמכנה של הביטוי של
 .סמוך מאוד לשמש, הארץ וגם השמש מסתובבות סביב מרכז המסה שלהם שנמצא ביניהן
 דור הארץ והשמש נעים כ, רוב שבו התנועה מעגליתיבק
 כך ששניהם תמיד , בכיוונים הפוכים ביחס למרכז המסה שלהם
 המרחק בין כל אחד מהם . נמצאים בקו ישר עם מרכז המסה
 .ל לגבי המרחק ביניהם"אל מרכז המסה הוא קבוע וכנ
 השימוש במיקום יחסי ומסה מצומצמת מאפשר אפוא לפתור
 אפשר להראות גם שהאנרגיה הקינטית של .וף יחידבעיה של שני גופים כאילו היא בעיה של ג
 2 :התנועה ביחס למרכז המסה נתונה על ידי21 vEcm
 rµ=
 אנו מגדירים אותו . נעבור עתה לחישוב של מומנט הסיבוב הכללי שפועל על מערכת של חלקיקים
 :בתור הסכום הווקטורי של מומנטי הסיבוב שפועלים על כל אחד מהחלקיקים
 ∑ ∑= =
 ×==n
 i
 n
 iiii Fr
 1 1
 rrrrττ
 irכאשר r
 iF -ו 0ביחס לראשית משותפת i-הוא המיקום של החלקיק ה r
 הוא הכוח הפועל על
 iFאת . i-החלקיק הr
 :ק לשני מרכיביםאפשר לפר
 ext :מחוץ למערכת i-הכוח החיצוני שפועל על החלקיק הiFr
 ∑ :יתר החלקיקים במערכת i-הכוח הפנימי שמפעילים על החלקיק ה=
 =n
 jiji FF
 1
 int 'rr
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 ijFכאשר r
 מציין שמבצעים ∑-ליד סימן ה' -הו i- על החלקיק הj- לקיק ההוא הכוח שמפעיל הח
 .עצמו iפרט לחלקיקjאת הסכום על כל החלקיקים
 :מומנט זה נתון על ידי. פנימיים מתאפסשמומנט הסיבוב של כל הכוחות ה, הטענה שנוכיח כעת היא
 ∑ ∑∑= = =
 ×=×=n
 i
 n
 i
 n
 jijiii FrFr
 1 1 1
 intint '
 rrrrrτ
 jiעם התנאי הסימטרי jוהן על האינדקסים iמאחר שמסכמים הן על האינדקסים אפשר ≠
 ∑∑ :להחליף את שמות האינדקסים בסכום ולרשום= =
 ×=n
 j
 n
 ijii Fr
 1 1int '
 rrrτ
 intτאפשר לרשום את , ולכןr
 :גם בתור מחצית הסכום של שני הביטויים שקיבלנו עבורו
 ∑∑∑∑= == =
 ×+×=n
 j
 n
 ijii
 n
 i
 n
 jiji FrFr
 1 11 121
 int )''(rrrrr
 τ
 ואפשר , ןבסכום השני אפשר להחליף את סדר הסכומים ואז מתקבל אותו סכום כמו בביטוי הראשו
 ) :פואילרשום א )∑∑= =
 ×+×=n
 i
 n
 jjijiji FrFr
 1 121int
 rrrrrτ
 jiij :לישי של ניוטון נובעמהחוק הש FFrr
 −=
 ) :ולכן )∑∑= =
 ×−=n
 i
 n
 jijji Frr
 1 121int
 rrrrτ
 ijFכאשר r
 jiולכן הוא בכיוון של , הוא כוח מרכזי rrrr
 המכפלה הווקטורית , ולכן) או בכיוון הפוך( −
 .מתאפסת
 , כוחות לא מרכזיים כמו כוחות גזירה או פיתולוגם , כל הכוחות היסודיים בטבע הם כוחות מרכזיים
 -תמיד ניתן להסתכל מה קורה באופן מיקרוסקופי ולראות שבסופו של דבר הם נובעים מכוחות בין
 0int :לכן אפשר לומר באופן כללי ש. אטומיים שהם כוחות מרכזיים =τr
 ext :ונשארn
 i
 exti τττ
 rrr==∑
 =1
 :כמו שראינו עבור חלקיק יחיד היה? הסיבוב הכולל לבין התנע הזויתי הכוללמהו הקשר בין מומנט
 dtLdr
 =τ
 ∑∑ :לכן ∑== =
 ====n
 idtLd
 i
 n
 idtd
 n
 idtLd
 iext Li
 11 1
 rr rrrττ
 כלומר מתקבל אותו קשר בין מומנט הסיבוב לבין השינוי בזמן של התנע הזויתי כפי שהיה לנו לגבי
 dt :משוואה זו אקויולנטית למשוואה. חלקיק יחידpdextFrr
 =
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 אם לא פועל שום מומנט : כמו כן אנו מקבלים את חוק שימור התנע הזויתי עבור מערכת של חלקיקים
 .סיבוב חיצוני על מערכת של חלקיקים אזי התנע הזויתי הכללי של המערכת נשמר
 :את מומנט הסיבוב הכללי אנו יכולים לכתוב בצורה הבאה
 ( ) ∑∑∑===
 ×+=×+×−=×=n
 icmcmicm
 n
 iicmii
 n
 ii
 ext FrFrFrrFr111
 rrrrrrrrrrrττ
 .המומנט מחושב כאילו כל הכוחות פועלים על מרכז המסה. מרכז המסה cmאשר כ
 prLL :מצד שני ראינו קודם לכן cmcm
 rrrr
 ×+=
 pr :ומכאן dtrd
 dtpd
 cmdtLd
 dtLd cmcm
 rr rrrr
 ×+×+=
 cmdt :אולםrd vcm
 rr
 =
 p- וזה מקביל לr
 Frcmdt :פל ונשארולכן האיבר האחרון נו, Ld
 dtLd cm
 rrrr
 ×+=
 Frcm :מצד שניextcm
 extdtLd
 rrrrr
 ×+== ττ
 ext :לכן נשארcmdt
 Ld cm τr
 r
 =
 אלא שעכשיו הוא מתייחס לגדלים במערכת τ-ל Lבין , התקבל אותו היחס כמו שהיה לנו קודם לכן
 וזאת בניגוד לכלל , צריכה להיות מערכת אינרציאליתמערכת מרכז המסה לא , מצד שני. מרכז המסה
 extdtLd τ
 rr
 מערכת מרכז המסה איננה אינרציאלית , בהרבה מקרים. שנכון רק במערכת אינרציאלית =
 .אלא מסתובבת מסביב לציר קבוע במערכת ייחוס אינרציאלית
 שיווי משקל של גוף צפיד
 , יק נקודתי הוא מצב שבו אין לחלקיק אנרגיה קינטיתמצב של שיווי משקל עבור חלק, כפי שראינו
 שיווי (והוא נמצא במצב שבו האנרגיה הפוטנציאלית היא במינימום , כלומר הוא אינו נמצא בתנועה
 על : כלומר). שיווי משקל אדיש(או שהיא קבועה ) שיווי משקל רופף(או במקסימום , )משקל יציב
 .ר במנוחהולכן הוא נות, החלקיק לא פועל שום כוח
 סכום : כלומר. כל מה שאמרנו נכון כאשר מסתכלים על תנועת מרכז המסה שלו, לגבי גוף צפיד
 אנו , מצד שני. הכוחות הפועלים עליו צריכים להתאפס על מנת שמרכז המסה שלו ישאר במנוחה
 את שכל נקודה ונקודה שבו תהיה במנוחה וז: כלומר. רוציםגם שהגוף לא יסתובב סביב מרכז המסה
 זה יתקיים אם . 0-גם התנע הזוויתי שלו יתאפס וישאר קבוע בערכו כ, נקבל אם בנוסף לתנע הקווי
 .סכום המומנטים החיצוניים הפועלים על הגוף יתאפס
 .התנאי השני הדרוש לצורך שיווי משקל של גוף צפיד, אם כן, זהו
 ) :המומנט של כוח הכובד ) ( ) gMrgrMmgrFr cmcmi
 iii
 ii
 rrrrrrrr×=×=×=×= ∑∑τ
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 כאילו כל הכוח מרוכז , המומנט של כוח הכובד פועל על גוף צפיד או מערכת גופים, ומרלכ
 :כרחלכן בה. בקואורדינטת מרכז הכובדrτcm = 0
 :6 גמהדו
 הוכח שמרכז המסה . תמונה תלויה בנקודה מסוימת על מסמר שתקוע בקיר ונמצאת בשיווי משקל
 .עובר דרך נקודת התלייהשל התמונה נמצא על הקו האנכי ש
 המומנט החיצוני היחיד שפועל על הגוף שייך לכוח , לכן. ניקח את הראשית בנקודת התלייה: הוכחה
 -ברור ש. הכובדrτ ext כן גם -וכמו, צריך להתאפס
 rτcm ולכן , מתאפס כי אין סיבוב סביב מרכז המסה
 Frcm×=0 :נשאר
 rr
 Fכי (וזה אומר שהמרחק האופקי של מרכז המסה r
 מהקו האנכי שיורד מראשית הצירים הוא ) אנכי
 .מרכז המסה נמצא על הקו האנכי שעובר דרך ראשית הצירים שהיא נקודת התלייה, לכן. 0
 :7 דוגמה
 מוט אופקי נמצא בשיווי משקל כאשר הוא נתמך
 כוחות 4 ופועלים עליו עוד, B-ו Aות בנקוד
 מסתו היא . חיצוניים בנוסף לכח הכובד כמו בציור
 4kg . חשב את הכוחות המופעלים על המוט
 .B-ו Aבנקודות
 :פתרון
 03001004500200 :להתאפס ולכן סכום הכוחות צריך =−−−−−′+ gFF
 NFF :ולכן 1139'=+
 :Aנחשב את המומנט הכללי ביחס לנקודה
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 =−=−=
 ==
 ⇓
 =−⋅=−⋅+−−−=
 =⋅−+⋅+⋅−+⋅−+⋅−+⋅+−−=∑
 NF'F
 N./F'
 FF
 FF
 50963011391139
 630553467
 03467'5.521005.5'4501171000200
 73005.5'5.4100339250001200τr
 :8 הדוגמ
 °60בזוית של , נשען כנגד קיר אנכי כמתואר בציור 20kgסולם במסה של
 .לרצפה
 .B- ו Aמצא את הכוחות הפועלים עליו בנקודות
 .כך שלא מופעל של עליו שום חיכוך, Aהסולם מצויד בגלגיליות בנקודה
 :פתרון
 NF 2001 =r
 NF 5002 =r
 NF 1003 =r
 NF 3004 =r
 F ′r
 Fr
 gmr
 m1 m2 m1 m5.1 m1 m5.1
 3Fr
 2Fr
 1Fr
 3Fr
 B
 °60
 A
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 013 :ובעמהתאפסות הכוח האופקי נ. כוחות הפועלים על הסולם מצוינים בציורה - FF =
 02 :ומהתאפסות הכוח האנכי - mg F =
 נחשב את . משוואה שלישית אנו מקבלים מהתאפסות המומנט. נעלמים 3משוואות עם 2יש לנו
 ) :הוא שווה ל .Bהמומנט ביחס לנקודה ) ( )°−°=∑ 60sin60cos5.0 3 LFLmgτr
 NmgF 6.56577.08.9205.060cot5.03 =⋅⋅⋅=°=
 ⇓
 N. F F :לכן 65631 ==
 196N 9.820 mg F2 :וכמו כן =⋅==
 דיסקת מומנטים, צמד כוחות: 7הדגמה
 מ לאזן את המומנטים של הכוח השמאלי כלפי מטה והכוח "צריך כוח כפול מצד ימין כלפי מטה ע
 .הימני כלפי מעלה
 שיווי משקל של גוף מסתובב: 6הדגמה
 332211 :בודקים ורואים ש xmxmxm =+
 :גוף צפיד - מציאת מרכז מסה : 8הדגמה
 תולים . מ למצוא את מיקומו של מרכז המסה"אנו משתמשים בתליה של גוף צפיד ע, 6מתוך דוגמה
 תולים בנקודה שניה ומסמנים ואז . את הגוף בנקודה אחת ומסמנים את הקו האנכי מנקודת התליה
 עובר דרך נקודת המפגש של שני הקווים הקודמים וזהו מרכז תולים בנקודה שלישית והקו האנכי
 .המסה
 Fr
 2m2x
 1m3m
 3x1x
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 מטאטא -מציאת מרכז כובד : 9הדגמה
 מקרבים את הזרועות זו לזו בצורה כזו . מטאטא מונח במאוזן על גבי זרועות פשוטות לצדדים
 מומנט כוח הכובד פועל במרכז . שהמטאטא נשאר מאוזן אם המומנט השקול הפועל עליו מתאפס
 אישון כזה ייתכן . מסה ומאזנים אותו המומנטים של התמיכה של המוט בנקודות המגע שלו בזרועותה
 .רק אם מרכז המסה נמצא בין שתי נקודות התמיכה
 מרכז כובד ושיווי משקל: 10מה הדג
 משנים את זווית הגוף והמצב כמו בציור . גוף מלבני מונח על גליל
 .התחתון
 rמסתבר שכאשר h> כאשר . זה מצב של שיווי משקל יציבh r> זה
 .שיווי משקל רופף
 :הסבר
 אם הקו שיורד ממרכז . θ-נסתכל על המצב לאחר שינוי זווית הגוף ב
 אזי , הכובד עובר דרך נקודת התמיכה של הגוף לבין אמצע הגוף
 נוטה ) היא בנקודת התמיכהכאשר הראשית (המומנט של כוח הכובד
 .לסובב את הגוף בחזרה למצב שיווי משקל
 h :תנאי זה מתקיים עבור rtanθ θ<
 כלומר המרחק בין , כי אגף ימין הוא המרחק שהגוף התגלגל על הגליל
 .שם היתה נקודת התמיכה לפני סיבובו, נקודת התמיכה לבין אמצע הגוף
 rhrh :ואז, אפשר לקרב את הזוית לטנגנס שלה, 1<<עבור זווית <⇔< θθ
 hעבור , לעומת זאת r> המומנט של כוח הכובד נוטה להמשיך ולסובב את הגוף באותו הכיוון אליו
 .ואז הגוף מתרחק ממצב שיווי המשקל ומתהפך, הוא מסתובב
 hי גלילים בקוטר "ההדגמה נעשית ע r> ו-r h> . במקרה הראשון רואים שמצב שיווי המשקל הוא
 .רופף ובשני יציב
 :דוגמה
 :מרכז המסה שלו נע בתאוצה ולכן אנו צריכים להשתמש ב. אופנוען מטה את גופו בסיבוב
 extcmdt
 Ld cm τr
 r
 =
 .יש לדרוש התאפסות מומנט הסיבוב ביחס למרכז המסה, כלומר
 כוח זה . פשרי רק אם הכוח הפועל עליו בכיוון נקודת המגע עם הכביש הוא לאורך האופנועזה א
 Nמורכב מהכוח הנורמלי mg= sinθ sfוכוח החיכוך : θθ tantan =⇒= Nf
 ssnf
 .ליקעל מנת שהאופנוע לא יח, ולכן צריך להתקיים כי טנגנס הזווית גדול ממקדם החיכוך הסטטי
 r
 h
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 a(moment of inerati(מומנט ההתמדה
 :י"התנע הזויתי הכללי הוא נתון ע, במקרה של מערכת של חלקיקים , כפי שראינו
 i
 n
 iii vrmLrrr
 ∑=
 ×⋅=1
 - מוחלף ב imכאשר , במקום סכום על המסות הבדידות יש לנו אינטגרל , במקרה של גוף צפיד
 dV⋅ρ ו-dV הצפיפות , באופן כללי . הוא אלמנט נפח בגוף הצפידρ , יכולה להיות תלויה
 ) :בקואורדינטה ולכן נשאיר אותה בתוך האינטגרל ונרשום )∫ ×= dVvrLrrr
 ρ
 לגבי גוף צפיד הוא הקשר בין דבר נוסף שאנו יודעים . האינטגרל הוא על כל הנפח של הגוף הצפיד
 vהמהירות בכל נקודה ונקודה שבין הוקטור r
 rלבין וקטור המיקום r
 : rvrrr
 ×=ω
 ωכאשר המהירות הזויתית r
 כלומר אפשר יהיה להוציא אותה אל מחוץ , אינה תלויה במיקום
 ) :ובינתיים יש לנ. לאינטגרל )∫ ××= dVrrLrrrr
 ωρ
 ) :אנו משתמשים כעת בנוסחה ) ( ) ( )cbabcacbarrrrrrrrr
 ⋅−⋅=××
 ) :ומכאן נובע ) ( )rrrrrrrrrrrrr
 ωωω ⋅−⋅=×× 2
 ∫∫ :ולכן יוצא ⋅⋅−⋅= dVrrdVrLrrrrr
 )(2 ωρωρ
 ∫∫ :xLנחשב את מרכיב =++−= xdVzyxdVrL zyxxx )(2 ωωωρωρ
 ∫ ∫ ∫−−−= zyx xydVxydVdVxr ωρωρωρ )( 2
 dVzydVxrI :אנו מסמנים xx )()( 2222 +=−= ∫∫ ρρ
 ∫−= xydVI xy ρ
 ∫−= xzdVI xz ρ
 zxzyxyxxxx :וקיבלנו איפוא IIIL ωωω ++=
 zyzyyyxyxy :באותו אופן מתקבל IIIL ωωω ++=
 zzzyzyxzxz IIIL ωωω ++=
 ∫ :כאשר += dVzxI yy )( 22ρ
 ∫ += dVyxI zz )( 22ρ
 ∫ =−=== xzzxzyyzxyyx IIyzdVIIII ρ
 Lואת שלוש המשוואות שקיבלנו למרכיבים השווים של r
 :אנו יכולים לרשום בצורה מקוצרת
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 ωrr
 IL =
 2mkg ןה Iהיחידות של מרכיבי ( ×33היא מטריצה Iכאשר ⋅(
 =
 zzzyzx
 yzyyyx
 xzxyxx
 III
 III
 III
 I
 I י מטריצה"טנזור הוא גודל פיזיקלי שמתואר ע. נקרא טנזור ההתמדה.
 Lהכיוון של , היא מטריצה ולא סקלר I-בגלל העובדה שr
 ω איננו בהכרח אותו כיוון כמו של r
 יתרה .
 ω גם אם: מזוr
 L, קבוע בזמן r
 הקואורדינטות , תוך כדי הסיבוב של הגוף: לא חייב להיות תלוי בזמן
 x ,y ,z כלומר , משתנותI בעתיד נראה מקרים פרטיים (משתנה עם הזמן במקרה הכללי ביותר
 Lולכן גם ) קבוע בזמן Iשבהם r
 .משתנה עם הזמן
 Lאפשר לראות זאת גם מתוך הנוסחה של r
 rמתוך הוקטורים r
 ω- ו r
 : dVr∫ ωρrr2
 ωהאיבר הראשון נשאר קבוע בזמן כל עוד r
 2rכי . קבוע בזמן r
 r(לא משתנה בסיבוב r
 הוא המרחק
 יבוב כלומר היא קבועה בסיבוב של נקודה מסוימת על הגוף מהראשית והראשית נמצאת על ציר הס
 rולכן גם r
 r ,איבר השניה). קבוע rr⋅ω ,תלוי רק בזוית בין גם הוא נשאר קבוע בסיבוב כי הואω
 rr-ל
 r
 rלאמת זאת הווקטור . וזו נשארת קבועה בסיבובr
 ωרק המרכיב שלו בכוון . איננו קבוע בסיבוב r
 ω-המרכיב בכוון ניצב ל. קבועr
 .ω הוא ניצב לציר הסיבוב והוא מסתובב במהירות זויתית
 Lבאופן כללי , לכןr
 ωגם כאשר , איננו קבוע בסיבוב r
 ועל מנת לאפשר את המשך הסיבוב , קבוע
 ωבמהירות זויתית r
 Lקבועה עם r
 dt :כי. יש להפעיל מומנט חיצוני על הגוף, משתנה Ldextrr
 =τ
 ,םהכוון של מערכת הצירי. שהמצב הוא לא תמיד כל כך מסובך כפי שהוא נראה כרגע, אבל, מסתבר
 z y , x מערכת צירים , לכל גוף שהוא, הוא שרירותי ואפשר להוכיח שניתן תמיד למצואz y , x
 ===0 :כלומר, יהיה אלכסוני Iכך שהטנזור yzxzxy III
 :והצורה שלו תהיה
 =
 zz
 yy
 xx
 I
 I
 I
 I
 00
 00
 00
 zהצירים y , x ם יקראו במקרה זה צירים ראשיי)’principal axis .(אם , במקרה כזהωr
 הוא בכוון
 ωלמשל אם . אד פשוטהמצב הופך להיות מ, הראשיים אחד הציריםr
 :אזי xהוא בכוון ציר
 =
 =
 0
 0
 0
 0
 00
 00
 00 ωω xx
 zz
 yy
 xx I
 I
 I
 I
 Lr
 Lכלומר גם r
 xxIהוא ω-ו Lהיחס בין , יתרה מזו. x הוא בכוון ציר ) :יםוקי )dVzyI xx ∫ += 22ρ
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 אזי xוכאשר מסובבים סביב ציר 22 zy יכול להיות תלוי בקואורדינטה ρ- העובדה ש. נשאר קבוע +
 ומרחק xלא משנה שום דבר כי כל אלמנט מסה נע במהירות שנקבעת על ידי מרחקו האנכי מציר
 L- ולכן יש לו מהירות קבועה ותרומתו ל, זה נשאר קבועr
 L-נובע איפוא ש. היא קבועה r
 קבוע בזמן
 ωכל עוד r
 x קבוע בזמן וכוונו הוא בכוון ציר .
 ωאם , באותו אופןr
 ==0 :אזי yכוון ציר מכוון ב zx LL
 ωyyy IL =
 ωואם r
 ==0 :אזי zמכוון בכוון ציר yx LL
 ωzzz IL =
 ף הדיון שלנו בנושא להלן נדון רק בסיבוב מסביב לציר ראשי ונחזור למקרה הכללי יותר לקראת סו
 .הסיבובים
 ω ):נקרא מומנט ההתמדה I(אפשר לכתוב באופן כללי למקרה של סיבוב סביב ציר ראשי rr
 IL =
 vmp :וזה מקביל לנוסחהrr
 =
 , ואז עם הזמן) אך לא בכוונו(כמו כן אפשר לטפל באותה מסגרת במקרה שבו משתנה בגודלו
 dt :מנגזרת לפי הזמן של שני האגפים נובעd
 dtLd I ω
 rr
 =
 ατ :אוrr
 I=
 amF :וזה מקביל לנוסחהrr
 =
 חישוב מומנט ההתמדה לגופים שונים
 כאשר רוצים לחשב את מומנט ההתמדה לגוף מסוים יש לחשב את הגוף וכן את
 .מיקומו וכוונו של ציר הסיבוב
 ואנו , תחיל מחישוב מומנט ההתמדה של גלגל שכל מסתו מרוכזת בהיקפונ
 נסמן את ציר הסיבוב . כשציר הסיבוב ניצב לגלגל, מסובבים אותו סביב מרכזו
 ) :ואז עלינו לחשב את zבתור ציר )dVyxII zz ∫ +== 22ρ
 אבל 222 Ryx הוא רדיוס הגלגל ואפשר להוציא אותו אל מחוץ לאינטגרל כי הוא קבוע R- כש +=
 22 :ואנו נשארים עם MRdVRI =∫= ρ
 ωאם , באופן כלליr
 :אזי קיים zבכוון ציר
 =
 =
 =
 zyzy
 zxzx
 zzzz
 IL
 IL
 IL
 ω
 ω
 ω
 =−∫ :אבל במקרה שלנו xzdVI xz ρ
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 . סימטרי-כי האינטגראנד הוא אנטי, ולכן הוא מתאפס x-א על תחום סימטרי באבל האינטגרל הו
 -יש מסה זהה ב, שתורמת x-לכל מסה ב ,במילים אחרות x− שתורמת בסימן הפוך ולכן זה
 xyI=0 :גם, באותו אופן .מתאפס
 נסמן זאת . ציר ראשי אחר הוא ציר שעובר דרך קוטר איזשהוא. הציר שבחרנו הוא אכן ציר ראשי, לכן
 ) ואז יש לנו y- ב )dVzxII yy ∫ +== 22ρ
 :ולכן אנו נשארים עם zאבל אנו מניחים שהגלגל הוא דו מימדי ואין לו עובי בכוון ציר
 dVxI ∫= 2ρ
 φρ :נוח לעבור לקואורדינטות פולריות ואז π RddV RM ⋅= 2
 φcosRx :וכן =
 ) :ולכן יוצא ) [ ] 2212
 021
 4
 2
 021
 2
 2
 0
 222 2sin12coscos
 22
 MRddRI MRMRMyy =+=+⋅=⋅= ∫∫
 ππ
 π
 π
 π
 π φφφφφφ
 2 :יוצא, באותו אופן21 MRI xx =
 ] :וכן ] 02cos2sinsincos 2
 021
 4
 2
 04
 2
 0
 22
 22
 =−===−= ∫∫∫π
 π
 π
 π
 π
 π φφφφφφρ MRMRMxy ddRxydVI
 , במקרה זה. 2Rלרדיוס 1Rדיוס כלומר הוא בין ר, נראה עתה מה קורה כאשר לגלגל יש עובי מסוים
 מומנט : כלומר, zzIנחשב רק את . אנו שוב מבצעים את האינטגרציה בקואורדינטות פולאריות
 =∫ :קיים. ההתמדה סביב ציר שניצב למישור הגלגל2
 1
 )2(2R
 R
 dRRRI πρ
 .בתור צפיפות ליחידת שטח ρכאשר ניקח את
 ) מתקבל )41
 422
 14
 3 2
 1
 42
 1
 22 RRdrrIR
 R
 r
 R
 R
 −=== ∫ πρπρπρ
 ) מסת הגוף היא , מצד שני ) ( )21
 222
 2
 1
 22
 1
 22 RRdrrdVMR
 R
 r
 R
 R
 −==== ∫ ∫ πρπρπρρ
 ) ולכן נובע ) ( )22
 212
 22
 212 RRMIRR LL
 MI +=⇒+=
 01עבור המקרה שבו =R )דיסקה מלאה( ,RR 2 מתקבל , 2=21 MRI =
 2MRIוזאת בניגוד למקרה של גלגל חלול שבו עבור אותו רדיוס ואותה מסה אנו יכולים : כלומר. =
 ניתן לבטא זאת באמצעות רדיוס . בהתאם לחלוקת המסה בגוף, לקבל מומנטי אינרציה שונים
 2MKIK :שמוגדר בתור, gyration radius (- K(הגירציה MI =⇒=
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 RK: במקרה של גלגל חלול : ובמקרה של דיסקה מלאה, =2
 RK בשני המקרים בהם דנו עד . =
 :נקבל, כפי שעשינו עד כה xyאם נסמן את המישור כמישור , מדובר בגוף מישורי ואז, עתה
 ∫= dVyI xx2ρ
 ∫= dVxI yy2ρ
 ∫ += dVyxI zz )( 22ρ
 yyxxzz ולכן קיבלנו III +=
 :במקרה הכללי יש לנו את הקשר הבא בין מומנטי ההתמדה
 ∫∫ =+++++=++ dVrdVyxzxzyIII zzyyxx2222222 2)( ρρ
 יב מכאן ניתן לחשב בקלות את מומנט ההתמדה של כדור כי כדור הוא סימטרי לכל הכיוונים ולכן חי
 zzyyxx :להתקיים עבורו III ==
 ∫ :נחשב עבור כדור את dVr 2ρ
 drrdVהנפח של קליפה כדורית הוא 24π= 5 :ולכן0
 4
 0
 2 5
 44 RRR
 drrdVr πρπρρ == ∫∫
 33 , מצד שני43 4
 3RM
 RM
 VM
 ππρ ===
 2 : ולכן53
 543
 0
 2 5
 34 MRdVr RRM
 R
 ==∫ ππρ
 2 :לכן52
 0
 232 MRdVrIII
 R
 zzyyxx ==== ∫ ρ
 משפט הציר המקביל
 עד עתה חישבנו את מומנט ההתמדה תמיד דרך ציר שעבר
 נראה עתה איך לחשב מומנט התמדה דרך . במרכז המסה
 , Iנחשב לדוגמא את . ציר שאיננו עובר דרך מרכז המסה
 כאשר הנקודה , zבכיוון ציר Pסביב ציר שעובר בנקודה
 O קיים. היא מרכז המסה:
 ( ) ( )[ ]∫∫ −+−== dVbyaxdVrI ρρ 222
 ( ) ( ) dVbadVybdVxadVyx ρρρρ ∫ ∫∫∫ ++−−+= 2222 22
 x
 y
 cm
 O ab
 dVρ
 Pr
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 ∫=0אזי , נמדדים ביחס למערכת מרכז המסה y-ו x-אולם מאחר ש dVxρ 0-ו=∫ dVyρ וזאת
 2MhII לכן נשאר . בהתאם להגדרה של מרכז המסה cm +=
 Pזה בעצם שקול להחלפת הסיבוב סביב ציר . ממרכז המסה Pהוא מרחק הנקודה hכאשר
 כאילו כל , Pשל מרכז המסה מסביב לנקודה ) זההז(תנועה מעגלית + בסיבוב סביב מרכז המסה
 .מסת הגוף מרוכזת במרכז המסה
 לחשב , מבחינה מעשית, הוא מאפשר לנו. או משפט שטיינר, משפט זה נקרא משפט הציר המקביל
 .שאינו סביב מרכז המסהכלפי מרכז המסה ואז לתקן אותו בצורה פשוטה אם מדובר בסיבוב Iאת
 MabII-אפשר לראות ש, לגבי רכיבים לא אלכסוניים של טנזור ההתמדה cmxyxy בעוד שרכיבים =−
 גם אם , כלומר. xyכל עוד מזיזים את ציר הסיבוב רק במישור , לא אלכסוניים אחרים לא משתנים
 cmxyI אבל הוא בכלל לא רלוונטי לגבי סיבוב סביב . 0הוא כרגע לא , במערכת מרכז המסה 0היה
 z .yzxyציר II גם אחרי ההזזה 0הם נותרו , 0אינם משתנים ולכן אם הם היו -שהם רלוונטים +
 .של ציר הסיבוב
 כך סביב -ואחר, תחילה סביב מרכז המסה שלו, בתור דוגמא נחשב את מומנט ההתמדה של מוט דק
 ואנו צריכים x-ואת הציר לאורך המוט ב z- נסמן ציר זה ב. דרך ציר הניצב למוט, נקודה בקצהו
 ) :א אתלחשב איפו ) ( ) 2121
 8833222 332
 2
 32
 2
 MLdxxdVyx LLL
 MxLM
 LM
 L
 L
 L
 L
 =+===+−
 −∫∫ ρ
 2 :כאשר הציר בקצה המוט אפשר לחשב זאת כך31
 030
 2 3
 MLdxxL
 xLM
 L
 LM ==∫
 ) : תוך שימוש במשפט הציר המקביל, או גם ) 2312
 412
 1212
 21 MLMLMLLMII cm =+=+=
 ממשפט הציר המקביל נובע שמומנט ההתמדה מקבל ערך מינימלי אם ציר הסיבוב עובר דרך מרכז
 אם , לכן. נותנת מומנט התמדה יותר גדול) ציר סיבובעבור אותו כיוון של (כל נקודה אחרת . המסה
 כל ספורטאי שמתאמן . הנוח ביותר הוא לעשות זאת סביב מרכז המסה שלו, רוצים לסובב גוף מסוים
 נמצא צמוד ) שהוא ציר הסיבוב(על מתח מרים את עצמו תחילה באמצעות שרירי היד כך שהמתח
 הוא מתכופף בצורה כזו , כאשר מטרת המתאבק היא להפוך את היריב, ווד'בג. למרכז המסה שלו
 שמרכז המסה של היריב יהיה צמוד לירך של המתאבק שסביבה
 הוא צריך להשקיע , אם הוא לא עושה כך. הוא הופך את היריב
 .מומנט סיבוב הרבה יותר גדול
 :9 הדוגמ
 ατלחישוב באמצעות הנוסחה הנראה עתה דוגמ Ι=.
 M
 m
 Tr
 gmr
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 'בחלק הפקולטה להנדסה
 kg.Μעל דיסקה אחידה במסה cmRורדיוס =52 .m=2.1שעליו תלויה מסה של כרוך חוט =20
 הנח שהחוט הוא ,והמתיחות בחוט ואת התאוצה הזויתית של הדיסקה mאת תאוצת המסה חשב
 .ללא חיכוך מחליק על הדיסקה והדיסקה מסתובבתהוא אינו , חסר מסה
 :פתרון
 :mמהחוק השני של ניוטון לגבי תנועת המסה
 TR−=τ :המומנט שפועל על הדיסקה הוא
 αατ :מצד שני. הוא מאחר שהוא נוטה לסובב אותה בכיוון השעון, והסימן השלילי 221 MRI ==
 Ra :וכן קיים α=
 ).תאוצה נגד כוון השעון(חיובי αגם ) תאוצה כלפי מעלה(חיובי a-כש, ואכן
 MaTMaRTR :לכן יוצא 21
 21 −=⇒=−
 mamgMa :לכן יוצא =−− 21
 Mmmg
 Mm
 mgaaMmmg ++−=−=⇒+=− 2
 221
 21)(
 Mm :ומכאןMmgT += 2
 ( )MmRmg
 Ra
 +−== 22α
 28.45.24.2 :ואם נציב מספרים נקבל8.92.12
 sma −=−= +
 ⋅⋅
 ( ) NT 68.25.221 =−⋅⋅−=
 2242.08.4
 srad
 Ra =−==α
 .אלא אם כן הדיסקה היא חסרת מסה, g- תאוצת הגוף הנופל היא קטנה מ
 :10 הדוגמ
 . מטרהבא נתקע והסכין מסתובב באויר מספר שלם של סיבובים עד שהאדם זורק סכין בצורה כזו ש
 sעם מהירות אופקית m9.5הנח שהזריקה היא למרחק אופקי של mv ותוך כדי כך מבצע הסכין =20
 23105.0הנח שמומנט ההתמדה של הסכין הוא . סיבוב אחד mkg ⋅⋅ −.
 .ויתי של הסכין מסביב למרכז המסהמהו התנע הז
 מהו מומנט . s15.0התרחשה באינטרבאל זמן של ) עד שהסכין נשמט מידי האדם(הזריקה עצמה
 ?הסיבוב הממוצע שהאדם מפעיל על הסכין
 :פתרון
 sהסכין מבצעת סיבוב אחד בזמן תנועתה האפקית עם מהירות m20 למרחק של m59 ולכן מדובר
 s295.020באינטרבאל זמן של 9.5 s :ולכן מהירותה הזויתית היא =
 radt 3.21295.0
 22 === ∆ππω
 sJIL :לכן ⋅⋅=⋅⋅== −− 33 106.103.21105.0ω
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 mNtL ⋅===
 −⋅∆∆ 071.015.0
 106.10 3rrτ
 :דוגמאות לשימור תנע זויתי
 יציבות של סביבון
 . המסה בגלגל של אופניים שים לב לחלוקת. יציבות של אופניים
 הוא יכול לשנות את חלוקת המסה שלו ולהגדיל או להקטין , כאשר אדם מסתובב: סיבוב של רקדנית
 ωILמאחר שהתנע הזויתי . כתוצאה מכך את מומנט ההתמדה אזי הקטנת , צריך להשאר קבוע =
 I יכולה להגדיל את ω . מביאה את הגוף שלה לתנועה סיבובית ) בעיקר על קרח(רקדנית בלט
 ω-קטן ו I ,כשהידיים שלה פרוסות לצדדים ואז היא מכווצת בחזרה את הזרועות אל מרכז הגוף
 .גדל
 כאשר הוא מושך . שהן פרוסות לצדדיםסטודנט על כיסא מסתובב מחזיק משקולות בשתי הידיים כ
 .גדלה ωהמהירות הזויתית שלו , את המשקולות אליו
 אבל בזמן שהוא ניתק מהקרש הוא מקנה , הקופץ עושה זאת עם גוף מתוח. קפיצה ממקפצה לבריכה
 הקופץ אז מכווץ . תנע זה נשאר קבוע בזמן היותו באויר. לעצמו מומנט סיבוב שגורם לו לתנע זויתי
 כך שהוא מצליח לבצע מספר סלטות wאת ברכיו וזה מוריד את מומנט ההתמדה שלו ומגדיל את
 .באויר
 בגלל שימור . יתן לשלוט על הכוון של חללית באמצעות גלגל אותו מתחילים לסובב בתוך החלליתנ
 במסעה לכוכב , voyager 2 החללית, לדוגמא. החללית מתחילה לפנות בכוון ההפוך, תנע זויתי
 נכנסה למצב בלתי רצוי של סיבוב בכל פעם שהפעילו טייפ במהירות 1986הלכת אורן בשנת
 .גבוהה
 , בסוף חייו. השמש מסתובבת סיבוב שלם אחת לחודש בערך, למשל. כל כוכב מסתובב סביב עצמו
 שלו ויכולה הכוכב קורס תחת משקלו העצמי לרדיוס הרבה יותר קטן ואז גדלה המהירות הזויתית
 .סיבובים לשניה 600-800להגיע לקצב של
 :11 הדוגמ
 הסטודנט מחזיק גלגל אופניים . סטודנט יושב על שרפרף שיכול להסתובב חופשית מסביב לציר אנכי
 28.6השרפרף והגלגל הוא , מומנט ההתמדה של הסטודנט. שמסתובב סביב ציר אנכי mkgI o ⋅= .
 22.1: ל הואמומנט ההתמדה של הגלג mkg sוהוא מסתובב במהירות זוויתית ⋅rev
 i 9.3=ω כפי שזה
 וכתוצאה , מסביב לציר אופקי o180-הסטודנט הופך את הגלגל על ידי סיבוב צירו ב. נראה מלמעלה
 ?מה כיוונהמה תהיה המהירות הזוויתית של הסטודנט ו. מכך הוא מתחיל להסתובב
 :פתרון
 IL :התנע הזוויתי ההתחלתי של המערכת הוא ii ω=
 −iL :התנע הזוויתי הסופי של הגלגל הוא
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 iL2 :לכן לסטודנט צריך להיות תנע זוויתי סופי של
 :תהיהלכן מהירותו הזוויתית . על מנת שהתנע הזוויתי הכולל ישמר
 srev
 II
 iIL
 o
 i 4.19.322 8.62.12
 0=⋅⋅=== ωω
 הסטודנט הפעיל . כלומר כנגד כיוון השעון כפי שזה נראה כאשר מסתכלים מלמעלה, חיובי ω-ו
 ולכן הוא לא השפיע על , אלא שזהו מומנט סיבוב פנימי, מומנט סיבוב על מנת להפוך את הגלגל
 + ולים להסתכל על המערכת שלנו כמורכבת מהסטודנט היינו יכ, מצד שני. התנע הזוויתי הכללי
 וזה מה שגורם למערכת הזו , השרפרף ואז הגלגל מפעיל על המערכת הזו מומנט סיבוב נגדי
 .להסתובב
 :12 הדוגמ
 משך הקפיצה . לזרועותיו של חברו שתלוי על חבל שני, אקרובט קופץ ממצב שבו הוא תלוי על חבל
 גופו , ברבע הסיבוב הראשון וברבע הסיבוב האחרון. ובזמן זה הוא מבצע שלש סלטות s87.1: הוא
 2: ויש לו מומנט התמדה של, מתוח1 9.19 mkgI גופו , ביתר התנועה. מסביב למרכז המסה שלו =⋅
 2: ויש לו מומנט התמדה של, מכווץ2 5.5 mkgI ⋅=.
 ?מסביב למרכז המסה 1ωההתחלתית שלו מה צריכה להיות המהירות הזוויתית
 על ידי התכווצות , tואותו זמן 1ωבאותו, סלטות 4אם הוא רוצה לנסות ולבצע את אותה הקפיצה עם
 ?במשך ההתכווצות 2Iמה צריך להיות מומנט ההתמדה שלו . חזקה יותר של גופו
 :פתרון
 את הזמן שבו הוא עושה את 2t -וב, את הזמן שבו הוא עושה את הסיבוב כשגופו מתוח 1t -נסמן ב
 stt: נתון. הסיבוב כשגופו מכווץ 87.121 את המהירויות הזוויתיות שלו 2ω ,1ω-כמו כן נסמן ב. +=
 :קיים. בשני המצבים1
 1
 1 tθω =
 2
 2
 2 tθω =
 rev5.01 ונתונים לנו =θ
 rev5.22 =θ
 122211 :שני בגלל שימור תנע זויתי קיים מצד 2
 1 ωωωω ⋅=⇒= IIII
 ) :לכן )1
 2
 12
 2
 1
 1
 2111
 21 IIttt ⋅+=+=+= θθωω
 θωθ
 ) :או ) ( ) srev
 II
 t 637.05.25.0 9.195.5
 87.11
 211
 1 1
 2 =+=+= θθω
 25.3
 5.087.1637.012211 93.39.19
 2
 11
 1
 2 mkgIIt tII ⋅=⋅=⋅=⇒+= −⋅−
 θθωθθω
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 Iזה של ערך 3האלידיי ורזניק הצליחו לקפוץ עד פ"ע. או יותר הקטן ביותר האפשרי פחות הוא
 .סלטות 4שנים מאוחר יותר הצליח אקרובט לבצע 85ורק 1887 בשנתסלטות
 ?שהגוף מכווץ בזמן סלטות מהו זמן הסיבוב 4לקפיצה עם
 :פתרון
 srad
 II 23.3637.093.3
 9.1912 2
 1 =⋅=⋅= ωω
 sT :ולכן 310.023.311
 2=== ω
 13:דוגמה
 md ואורך Mמוטות דקים כל אחק במסה 4 זה לזה מחוברים =1
 המתקן כולו מסתובב סביב +. כך שהם יוצרים סימון קשיחבאופן
 s :במהירות זויתית של השעוןמרכזו בכיוון ציר ניצב לציור בrad2−=ω
 sהתחלתית של ומהירות mבוץ במסה כדורmv למתקן נזרק =12
 .ונדבק בקצה של אחד המוטות
 mM הנח המתקן ושלכדור הבוץ אם המסלול לש fωהמהירות הזויתית הסופית מהי. =3
 .אחד מארבעת המסלולים המתוארים בציור כלההתחלתי הוא
 :פתרון
 l- נסמן ב. להשתוותהם צריכים . את התנע הזויתי ההתחלתי והסופי של המערכת נחשבr
 התנע את
 .לפני הפגיעה כדור בוץ שלהזויתי
 2 :הואמומנט ננתמדה של המתקן 34 MdI i =
 lMdlI :הואהכולל לפני הפגיעה התנע הזויתי ולכן i +=+ 12
 34
 1 ωω
 22 :כדור הבוץ+ מומנט ההתמדה של המתקן , אחרי הפגיעה342 mdMdmdII if +=+=
 ) :הסופי הוא הזוויתי התנע ולכן ) lImdmdMdI ffff +==+= 11222
 34 5 ωωωω
 lI-וזה שווה ל +11ω ולכן יוצא: ( )lmdmdf += 1
 2
 51 42 ωω
 11dmvl, 1במקרה ) :ולכן, =− ) ( ) srad
 df vdw 42.12.44 21
 1151 −=−−=−= ω
 s :ולכן l=0, 2 במקרהrad
 f 6.1145 −== ωω
 11dmvl 3 במקרה ) :ואז, = ) ( ) srad
 df vd 8.0122.44 51
 1151 =+−=+= ωω
 =°, 4ובמקרה 30sin11dmvl ,ואז: ( ) ( ) srad
 df vd 4.0122430sin4 21
 51
 1151 −=⋅+⋅−=°+= ωω
 1ω
 3
 2
 4
 1
 °60
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 שני גלילים במדרון -מומנט התמדה : 65 הדגמה
 לשניהם . אחד מהם הוא טבעת פליז והשני הוא גליל מלא מעץ. נותנים לשני גלילים להתגלגל במדרון
 .רואים שגליל העץ מגיע קודם). שוקלים ובודקים(אותה מסה, אותו רדיוס
 .יותר להקנות לו תאוצהיש לו מומנט התמדה יותר נמוך ולכן קל : סיבה
 מוט עם משקולות -מומנט התמדה : 66 הדגמה
 ככל שמרחיקים את המשקולות לצדדים גדל מומנט
 .ההתמדה והמוט עם המשקולות מסתובבים יותר לאט
 כיסא מסתובב עם משקולות: 69 הדגמה
 לאחר מכן . ומסובבים אות. סטודנט יושב על כיסא מסתובב ומחזיק משקולות בידיים פרושות לצדדים
 .ωIבגלל שימור המכפלה , הוא מכווץ את ידיו ומהירות הסיבוב שלו גדלה
 ירו'ג+ כיסא מסתובב -שימור תנע זויתי : 71 הדגמה
 בתחילה הציר הוא אופקי ואז האדם . אדם מחזיק ציר שאליו מחובר גלגל שמסתובב במהירות גבוהה
 ב ראשון הוא מרים את הציר מעלה ואז הוא מתחיל להסתובב עם בשל. מתישב על כיסא מסתובב
 כוון , o180-לאחר מכן הוא הופך את כוון הציר ב. הכיסא בכוון הפוך לכוון הסיבוב של הגלגל בציר
 .הסיבוב שלו מתהפך
 שרשרת נזרקת -מומנט התמדה :67 הדגמה
 .ות סיבוב התוףבאמצע, מסובבים שרשרת שצמודה על תוף מעץ
 אבל בגלל , בשלב מסוים דוחפים את השרשרת החוצה מהתוף ואז היא ממשיכה להסתובב באויר
 מה שמאפשר לה קפיץ ולקבל גם , עדיין במצב מסתובב ומתוח, כוח הכובד היא נופלת על השולחן
 .מהירות אופקית כתוצאה מהחיכוך שלה עם השולחן
 גלגל -חילופי אנרגיה : 54 הדגמה
 .ל תלוי על שני חוטים שמתלפפים על ציר הגלגלגלג
 יורד למטה תוך כדי שלב ראשון הגלגל במצב עליון ואז עוזבים אותו והוא
 ואז המהירות הזויתית , למצב תחתון תאוצה קוית וזויתית עד שהוא מגיע
 יש . והוא כתוצאה מכך עולה כלפי מעלה) שימור תנע זויתי(שלו נשמרת
 .נציאלית לאנרגיה קינטית של סיבוב ושל הזזהכאן מעבר מאנרגיה פוט
 :שימור אנרגיה קינטית סיבובית - 55גמה הד
 אלא שהפעם זה לא מוט עם שתי משקולות , 66מערכת דומה להדגמה
 יש כאן מעבר מאנרגיה פוטנציאלית לאנרגיה . גלגל מסתובב, יורדת mכאשר המסה . אלא גלגל
 .אנרגיה קינטית של הזזת המשקולת שיורדת למטה+ ב קינטית של סיבו
 mg
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 קינטית של סיבוב אנרגיה
 אנרגיהקינטית של מערכת של חלקיקים נתונה באמצעות סכום של גיהשראינו בעבר אנר כפי
 של גוף במקרה. קינטית של מרכז מסה ואנרגיה קינטית של תנועת חלקיקים ביחס למרכז המסה
 לכן את את האנרגיה נחשב. בע רק מסיבוב של הגוף סביב מרכז המסההאיבר השני בסכום נו, צפיד
 ) :הקינטית הקשורה לסיבוב )∫ ∫ ×== dVrdVvk 2212
 21 rr
 ωρρ
 ) :קיים ) ( ) ( )rrrrrrrrr
 ×⋅×=× ωωω 2
 v נסמןr
 r במקום rr
 ×ω ונקבל השני: ( ) vrrrr⋅×ω
 את ששמיםף את סדר המכפלות כך במכפלה משולשת מותר להחלי. לנו כאן מכפלה משולשת יש
 ) :המכפלה הסקלרית בהתחלה והוקטורית בסוף ) ( )[ ]rrvrrrrrrrr
 ××=×⋅ ωωω
 ) :מתקבל לכן )[ ] ( )∫ ∫ ××⋅=××⋅= dvrrdVrrwKrrrrrrrr
 ωρωωρ 21
 21
 LK :יוצא לכן Lהביטוי באינטגרל איננו אלא התנע הזויתי אבלrr
 ⋅= ω21
 ωנציב ואםrr
 IL ) :בלנק = )ωωrr
 Ik ⋅= 21
 ) :בצורה של סכום של מרכיבים או ) ∑∑∑ ===⋅=ji
 jijiji
 jijji
 i IIiIK,
 ',
 121
 ,21
 21 ωωωωωω
 r
 ) :מטריצית מבחינה )
 =
 z
 y
 x
 zzzyzx
 yzyyyx
 xzxyxx
 zyx
 III
 III
 III
 K
 ωωω
 ωωω21
 ) :אזי מקבלים אלכסונית Iהמטריצה כאשר )22221
 zzzyyyxXX IIIK ωωω ++=
 -מסמנים ב ואם xxL דומה את ובאופן xלמשל ציר ראשיסובבים דרך ציר התנע הזויתי כאשר מ את
 yyL ואת zzL אזי:
 ++=
 zz
 zz
 yy
 yy
 xx
 xx
 I
 L
 I
 L
 I
 Lk
 222
 2
 1
 I :אזי zציר למשל, באמת מסובבים דרך ציר ראשי ואם LIK 2
 221 2
 == ω
 m :ה במקרה של הזזהמקביל לנוסח וזהpmvK 2
 221
 2
 ==
 ואנרגיה קינטית של סיבוב עבודה
 שיש לנו מוט חסר מסה מחובר מצד אחד לראשית ומצידו השני יש נניח
 Fמפעילים עליה כח ואנו mמסה r
 נניח גם שהאנרגיה היחידה שהכוח
 :השינוי באנרגיה הוא. היא אנרגיה קינטית משנה
 θ
 rm
 TFr
 Fr
 RFr
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 ( )222122
 2122
 21
 ififif ImrmrKKK ωωωω −=−=−=∆
 αθωω :מצד שני ⋅∆=− 222if
 ) :ולכן ) θταθωω ∆=⋅∆=− 222221 II if
 ∆=∫ :אזי קבוע בזמןבהכרח לא τואם θτdK
 Fצד שני זה צריך להיות שווה לעבודה שמבצע הכוח מr
 :אנו מגדירים עבודה בתור, על המסה לכן
 ∫=2
 1
 θ
 θ
 θτdW
 =∫ :וזה מקביל להגדרה של עבודה במקרה של הזזה2
 1
 x
 x
 FdxW
 τωτ :ומכאן ניתן לחשב הספק θ === dtd
 dtdWP
 .כל זאת כאשר מדובר בתנועה סביב ציר ראשי
 :14דוגמה
 mRורדיוס mרכב על גלגל דק במסה פסל קשיח מו ושני =15.0
 RLואורך mאחד במסה לכ, מוטות דקים מחוברים זה לזה =2
 הפסל יכול להסתובב מסביב לציר אופקי שעובר . כמתואר בציור
 .במישור הגלגל דרך מרכז הגלגל
 - ו mמהו מומנט האנרציה של הפסל סביב ציר הסיבוב במונחים של
 R?
 מהי המהירות . הפסל מסתובב סביב צירו כשהוא מתחיל ממנוחה במצב הזקוף המתואר בציור
 ?כאשר הוא במצב התחתון ωהזוויתית שלו
 :פתרון
 2 :אנרציה של הגלגל הואמומנט ה21
 0 mRI =
 על פי , אך מסביב לציר הסיבוב שלנו, 0מסביב למרכז המסה שלו הוא Bמומנט ההתמדה של מוט
 2mRI :משפט שטיינר =
 2 :הוא Aמומנט ההתמד של מוט 312
 121 mRmL =
 :על פי משפט שטיינר, מציר הסיבוב ולכן R2מרכז המסה שלו מרוחק מרחק
 23
 132231 )2( mRRmmRI A =+=
 22 :לכן בסך הכל31322
 21 83.5 mRmRmRmRIIII ABם =++=++=
 ציר
 A
 θ
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 . ליתנחשב את השינוי באנרגיה הפוטנציא. יש לנו כאן מצב של אנרגיה פוטנציאלית שהופכת לקינטית
 :לשם כך נחשב את הגובה של מרכז המסה מעל ציר הסיבוב
 Ry mrMmR
 mmymymy
 cmABo === ++++
 320
 3
 Rycmכשהפסל במצב תחתון mgrrmgU :ולכן =− 623 −=−=∆
 2:בעוד ש21 ωIK ∆+∆=0ומאחר ש ∆= UK אזי נובע:
 srad
 RgmgrI 6.116 83.5
 122221 =⇒=⇒= ωωω
 גלגול
 , כאשר עגלה או רכב כלשהו נעים לאורך מסלול ישר
 . מרכז המסה שלהם נע קדימה בתנועה של הזזה
 לעומת זאת נקודה על היקף המעגל מבצעת תנועה
 . הרבה יותר מסובכת כפי שמראה הציור משמאל
 . ולאחר כן גם כקומבינציה של סיבוב בלבד, ננתח תחילה את התנועה כקומבינציה של הזזה וסיבוב
 באותו זמן . sהן מרכז הגלגל והן נקודת המגע שבין הגלגל לקרקע מתקדמות באותו שיעור tזמן ב
 θRsלכן . כל עוד הגלגל לא מחליק על הדרך. sהיקף הגלגל גם כן עשה דרך לכן אם נגזור את . =
 ωθ :ני האגפים נקבלש RR dtd
 dtds ==
 cmdt, מצד שניds v= לכן יוצא: ωRvcm =
 זהו אם כן היחס בין המהירות של מרכז המסה לבין
 ניתן גם לגזור . המהירות הזוויתית של תנועת הגלגל
 αRacmפעם נוספת ולקבל הציור משמאל . =
 אה שהתנועה היא אכן קומבינציה של סיבוב מר
 , במנוחה Pהנקודה , באופו רגעי. סביב מרכז המסה והזזה של מרכז המסה
 .cmv2מרכז המסה נע במהירות
 המהירות . Pאפשר אבל גם לראות את התנועה בתור סיבוב מסביב לנקודה
 כי הנקודה הגבוהה ביותר של , שהייתה לנו קודם לכן ωזוויתית היא אותה ה
 R :ולכן R2ומרוחקת מהראשית מרחק cmv2הגלגל נעה במהירות v
 Rv cmcm == 2
 2ω
 Rמהראשית ולכן גם הוא מתאים לאותו Rק מרחק ומרוח cmvמרכז הגלגל נע במהירות vcm=ω.
 P
 1PP
 O O cmvr
 cmvr
 + =
 cmvvrr
 =
 cmvvrr
 −=
 cmvr
 2cmvr
 P 0=vr
 p
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 2mRI) מסת הגליל-m(הוא Oמומנט ההתמדה מסביב לנקודה cm ומומנט ההתמד מסביב =
 22 :פי משפט שטיינר הואעל , Pלנקודה 2mRmRII cmP =+=
 ωωω :הוא Pהתנע הזוויתי מסביב לנקודה 2mRIIL cmPP +==
 prLL :מצד שני ראינו שקיים cm
 rrrr
 ×+=
 pכאשר r
 Rmmvp :הוא התנע הקווי של מרכז המסה cm ω==r
 rו r
 pניצב ל r
 2Rmpr :ולכן ω=×rr
 ) :לכן cmLככיוון של , וכוונו אל תוך הדף ) ωωωω Pcmcmcm ImRIRmIprL =+=+=×+ 22rr
 :גם מבחינת האנרגיה הקינטית הכל מסתדר. PL-וקיבלנו שזה אכן שווה ל
 :היא רוטציונית בלבד ושווה ל Pהקינטית היא האנרגיה
 ( ) 2212
 2122
 212
 21
 cmcmcmP mvImRIIK +=+== ωωω
 :ויש אנרגיה קינטית רוטציונית ויש אנרגיה קינטית של הזזה, Oכאשר הציר הוא
 2
 212
 21
 cmcm mvIK += ω
 על מנת להדגים שכל מה שנאמר כאן נכון cmIלא הצבנו בכוונה את . וקיבלנו אותה תוצאה כמו קודם
 .לא רק לגבי גלגל אלא לגבי כל גוף עגול אחר כגון דיסקית מלאה או כדור
 אין צורך להפעיל על הגלגל שום מומנט סיבוב ולכן החיכוך , כל עוד הגלגול נעשה במהירות קבועה
 .הסטטי בינו לבין הדרך יכול להיות מינמלי
 אם נניח . הגלגול נעשה בתאוצה יש צורך בחיכוך סטטי מסויים על מנת לאפשר את הגלגולברגע ש
 מדובר בגלגול על מישור בתאוצה קבועה אזי זה יכול להתאפשר על ידי משיכת מרכז המסה
 Fבאמצעות כוח אופקי מסויים r
 אזי מהחוק השני של , Oאם ניקח את הראשית בתור הנקודה .
 mafF: ניוטון נובע s אם יש תאוצה קווית אזי יש גם תאוצה זויתית ולשם כך , אולם נוסף לכך −=
 R :צריך מומנט סיבוב אותו מספק כוח החיכוךa
 cmcms IIRf === ατ
 ) :ולכן )2
 22
 R
 IR
 IsR
 Is
 cm
 cmcm
 m
 FaamfmaFaf
 +=⇒+=+=⇒=
 Ff :ולכןmRI
 Is
 cm
 cm2+
 =
 הנדרש יותר גבוה מערכו sf- מאוד גבוה כך ש Fאם . צריך להיות איזשהו גודל סופי sf, כלומר
 .אזי מתחילה החלקה, המקסימלי
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 :15דוגמה
 kgMדיסקה גלילית במסה cmRוברדיוס =4.1 ן אופקי במהירות מתגלגלת על שולח =5.8
 scm
 cmv 15=.
 ?מה היא מהירות הנקודה הגבוה ביותר בדיסקה
 ?מהי המהירות הזוויתית של הדיסקה
 ?מהי הארגיה הקינטית של הדיסקה
 ?איזה יחס של האנרגיה הקינטית קשור להזזה
 :פתרון
 sm
 scm
 cmvv 3.0302 ===
 srad
 Rvcm 8.1085.0
 15.0 ===ω
 =+=+⋅=+= 2212
 412
 2122
 21
 212
 212
 21
 cmcmcmcmcm MvMvMvMRmvIK ωω
 JMVcm 024.015.04.1 2432
 43 =⋅⋅==
 32
 243
 221
 ==cm
 cm
 Mv
 Mvfrac
 :16דוגמה
 kgMכדור באולינג במסה cmRוברדיוס =2.7 מתגלגל ממנוחה במורד שיפוע בזווית של =11
 °= 34θ אורך השיפוע הואmL ?תית השיפועמהי מהירות הכדור בתח. =1.2
 :פתרון
 וקיבל θsin⋅MgLהכדור איבד אנרגיה פוטנציאלית בשיעור . נפתור זאת באמצעות שימור אנרגיה
 22 :אנרגיה קינטית212
 512
 2122
 52
 212
 212
 21 7.0 cmcmcmcmcmcm MvMvMvMvMRmvIK =+=+⋅=+= ωω
 s :ולכןmgL
 cmcm vMgLMv 1.4sin7.0 7.034sin1.28.9
 7.0sin2 ===⇒⋅= °⋅⋅⋅ θθ
 :17דוגמה
 משתחררים באותו Rורדיוס Mדיסקה וכדור כולם במסה , גלגל: הכללה של הדוגמא הקודמת
 mLהזמן מאותה נקודה בשיפוע שאורכו .°12וזווית =5.2
 ?מי מהם יגיע למטה ראשון
 ?מה המהירות של כל אחד מהם בתחתית
 :פתרון
 ( ) θω sin2212
 212
 21
 2 ⋅=+=+= MgLvMmvIK cmR
 Icmcm
 cm
 :ולכן1
 sin
 2 +
 ⋅=
 MR
 Icm cm
 gLv
 θ
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 2MRמהירות מקסימלית תהיה לגוף בשל
 I cm 5שם זה -מינימלי וזה מתקיים עבור כדורבניגוד לגלגל , 2
 2(ודיסקה מלאה ) 1( .לכן הכדור יגיע ראשון). 1
 s :עבור גלגלm
 cmv 3.222.10
 1112sin5.28.92 === +°⋅⋅⋅
 s :בור דיסקה מלאהעm
 cmv 6.25.12.10 ==
 s :ועבור כדורm
 cmv 7.24.12.10 ==
 :18דוגמה
 נתח גלגול של גוף עגול ואחיד באמצעות חוקי ניוטון ולא באמצעות
 :שימור אנרגיה
 ?מהי התאוצה הליניארית
 ?sfמהו כוח החיכוך
 ?Lשאורכו מהי המהירות של הגוף בתחתית המדרון
 :פתרון
 mamgfF :מהחוק השני של ניוטון נובע s =⋅−=∑ θsin
 כי הוא יגרום לגידול , המתאים יהיה חיובי α-אנו לוקחים בתור חיובי כלפי מעלה ואז גם ה aאת
 .המהירות נגד כיוון השעון
 למרכיב כוח המשקל בכיוון ניצב למישור . נו אנו לוקחים במרכז המסה של הגוףאת הראשית של
 .אין מומנט סיבוב כי קווי הכוח עוברים דרך הראשית Nולכוח
 :המומנט שלו הוא sfל לגבי מרכיב כוח המשקל בכוון מקביל למישור ונשאר רק כוח החיכוך "כנ
 Rfs ⋅−=τ
 בא בגלל שהוא נוטה לסובב את הגוף בכוון השעון קיים) -(כאשר הסימן
 2R
 aIsR
 aIscm
 cmcm fRfI ⋅⋅ −=⇒=⋅−⇒⋅= ατ
 :ואם נציב זאת במשוואת החוק השני של ניוטון נקבל
 )1(sinsinsin 22 mR
 I
 R
 aIs
 cmcm agmamgmgf +=−⇒=−−=− ⋅ θθθ
 :לכן21
 sin
 mR
 I cm
 ga
 +−=
 θ
 במקרה . ר נקודת המגע בין הגוף למישורניתן לקבל משוואה זו גם אם בוחרים את הראשית בתו
 Rmg ,כזה ⋅−= θτ sin
 RmgmRII ומצד שני Ra
 cm θατ sin)( 2 −=+==
 a- ומתקבלת אותה נוסחה ל
 Nr
 θsingmr
 gmrθcosgm
 r
 sfr
 θ
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 1
 22 2
 sinsin
 +
 =+
 ⋅=
 ⋅−=
 cm
 cm
 ImR
 mI
 cmcms
 mg
 R
 Ig
 R
 aIf
 θθ
 :מהירות הגוף בתחתית המדרון21
 sin222
 mR
 I cm
 gLaLv
 +==
 θ
 .משיקולים של שימור אנרגיה, דמתוזו אותה נוסחה שאליה הגענו בדוגמא הקו
 היויו
 משני צידיה דבוקות דיסקיות . 0R - החוט מלופף על דיסקה ברדיוס קטן יחסית
 .R - ברדיוס גדול יותר
 :נפתור את הבעיה באמצעות חוקי ניוטון
 MaMgT :מהחוק השני של ניוטון לגבי כוחות =−
 :ניקח את מרכז הכובד בתור הראשית ואז יש מומנט רק למתיחות של החוט וקיים
 ατ ITR == 0
 וקיים 0R
 a−=α והסימן השלילי הוא מאחר שα חיובי מתאים לתאוצה כלפי מטה שאנו נותנים לה
 2 :לכן יוצא. סימן שלילי0RaIt −=
 MaMgI :ואם נציב זאת בנוסחת הכוחות נקבלRa =−− 20
 :ומכאן2
 0
 20 1
 )(MR
 IRI g
 aaMMg+
 −=⇒+=−
 2וככל ש 0MR
 I כן התאוצה קטנה יותר בערכה המוחלט, גדול יותר.
 :19דוגמה
 mmbיויו מורכב משתי דיסקיות מפליז בעובי cmRס ורדיו =5.8 וביניהן דיסקה קלה במסה =5.3
 mmRזניחה שרדיוסה 2.30 38400צפיפות הפליז . =m
 kg=ρ
 ?מהו מומנט האינרציה של היויו
 ?מהי התאוצה של היויו כאשר הוא יורד למטה
 ?מהי המתיחות בחוט
 :פתרון
 kgbRM :המסה של היויו היא 550.084000085.0035.02)(2 22 =⋅⋅⋅== πρπ
 242 :ומומנט ההתמדה שלו212
 21 1037.3035.055.0 mkgMRI ⋅⋅=⋅⋅== −
 0R
 R
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 2
 2
 4
 20
 16.01
 8.9
 10032.055.01037.3 s
 m
 MRI
 ga −=
 +−=
 +−=
 ⋅⋅ −
 NITRa 27.51037.3 220 0032.0
 16.04 =⋅⋅=−= −
 ברגע שהיויו מגיע . בין אם היויו יורד למטה או עולה למעלה הגדלים כל הגדלים שחישבנו הם אותם
 תו הערך והחוט המהירות הזויתית שלו מכסימלית והיא ממשיכה באו, כלומר לקצה החוט, למטה
 זה הופך לשינוי פתאומי במהירות הקוית שלו מערך מכסימלי בכוון אחד לערך . מתלפף בכוון הפוך
 בסופו של דבר הוא נעצר פחות או יותר . מכסימלי בכוון שני והיויו מתחיל לעלות כשמהירותו מואטת
 ר תנע קוי כי פועל על אין כאן שימו. באותו מצב שבו התחלנו את התנועה ואז הוא מתחיל שוב לרדת
 .היויו כוח חיצוני דרך החוט
 דוגמה לסיבוב דרך ציר לא ראשי
 .zביחס לציר φנתון מוט דק שמוטה בזוית
 -נסמן ב. mהמוט הוא חסר מסה אך בקצותיו יש מסות נקודתיות
 R אילו המוט היה מסתובב סביב ציר . את מחצית האורך של המוט
 אולם המוט , 22mR-מומנט ההתמדה היה שווה ל, ניצב לו במרכזו
 רדיוס הסיבוב של כל מסה הוא , במקרה זה. zמסתובב סביב ציר
 φsinR ולכן: φ22 sin2mRI zz =
 φφ :אפשר לקבל זאת גם מתוך הנוסחה 222222 sin2sin)( mRRmxymI iiiizz =∑=+∑=
 :בטנזור ההתמדה 0- אולם קיימים גם אלמנטים אחרים שונים מ
 φ2222 cos2)( ⋅=+∑= mRzymI iiixx
 222 2)( mRzxmI iiiyy =+∑=
 φφ cossin2 2 ⋅⋅−=∑−= mRzxmI iiixz
 :בעוד שכל יתר האיברים מתאפסים לכן
 ⋅⋅⋅−
 ⋅⋅−⋅
 =
 φφφ
 φφφ
 222
 2
 222
 sin20sincos2
 020
 cossin20cos2
 mRmR
 mR
 mRmR
 I
 :קיים zבסיבוב סביב ציר
 =
 ωω 0
 0r
 ω :ולכן φ
 φφω ⋅
 ⋅
 ⋅⋅−
 ==22
 2
 sin2
 0
 cossin2
 mR
 mR
 ILrr
 L-יוצא שr
 ωφ :גודלו הוא. zאיננו בכוון ציר ⋅⋅=++= sin2 2222 mRLLLL zyx
 m
 m
 Fr
 Fr
 Lr
 θ R
 ωr
 x
 z
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 Lr
 =−φtan: קיים. xzר במישו xz
 z
 LL
 והוא יוצא בעצם xמהכיוון השלילי של ציר φכלומר הוא בזוית ,
 Lכאשר המוט מסתובב גם הוקטור . ניצב למוט המחבר את שתי המסותr
 L, ואמנם. מסתובב r
 בעצם
 prLחייב להיות ניצב למוט הזה כי לגבי כל מסה rrr
 r-ו, =×r
 p-הוא וקטור לאורך המוט ו r
 הוא ניצב
 .למישור הדף
 Lבמערכת המסתובבת r
 ) :ולכן, קבוע ) 0=Rdt
 Ldr
 ) :במערכת האינרציאלית ) LLRdt
 LddtLd
 rrrrrr
 ×=×+= ωω
 τ :מצד שני קייםrr
 =dtLd
 L :ולכן קיבלנוrrr
 ×=ωτ
 τr
 ω-הוא במישור הניצב ל r
 L-ו r
 :מבחינת גודלו. yציר שהוא כיוון הפוך לכיוון, בכיוון אלינו,
 22 cossin2)90sin( φωφφωτ mRL =−=
 צריך להפעיל עליה כוח , על מנת שכל מסה תנוע בתנועה מעגלית? מהיכן נובע מומנט הסיבוב הזה
 φω-כל כוח שווה ל. והם יוצרים מומנט, ולכן יש לנו כאן צמד של כוחות, צנטרפטלי sin2Rm וזרוע
 22 :ולכן כל כוח נותן מומנט סיבוב, φcosR-הכוח שווה ל cossin φωφmR ,יש לנו מומנט , ובסך הכל
 φφωτ: סיבוב כללי cossin2 22Rm= ,כלומר בכיוון הפוך לציר , והכיוון הוא אכן פונה אלינוy .
 .המחבר ביניהן על ידי ציר הסיבובהמומנט מסופק למסות דרך המוט
 גישה אחרת -דוגמה לסיבוב דרך ציר לא ראשי
 בכוון ניצב למוט וציר ′zבמערכת זו נסמן את ציר . נסתכל על מערכת צירים שמסתובבת עם המוט
 x′ קיים. בכוון המוט: φωω sin2 2mRIL zzzz =′′=′
 0cos0 =⋅⋅=′′=′ φωωxxxx IL
 zωשכאשר המוט מסתובב אזי , הבעיה היא. יש מרכיב רק בכוון ניצב למוט L-ל, ולכן מסתובב איתו ′
 Lוזה אומר שהווקטור r
 ) :קיים. מסתובב ) LLRdt
 LddtLd
 rrrrrr
 ×=×+= ωω
 φφωφφωωφωτ :ולכן cossin2cossin2)90sin( 222 mRmRLdtLd =⋅⋅⋅⋅=−==rr
 סון טנזור ההתמדה וצירים ראשייםלכ
 ערכים עצמיים 3ולכן יש לה , סימטרית ×33זוהי מטריצה . Iנחזור לטיפול כללי בטנזור ההתמדה
 iii: ממשיים שמתאימים להם וקטורים עצמיים אורתוגונליים uIuIrr
 הם הערכים iIכאשר , )(=
 iu-העצמיים וr
 . הם הוקטורים העצמיים
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 :המטריצה
 =T
 T
 T
 u
 u
 u
 R
 3
 2
 1
 )Tiu הוא הוקטורiu
 r:מטריצה זו היא מטריצה אורתוגונלית כי). כאשר הוא נכתב כוקטור שורה
 ( )
 =
 =⋅
 100
 010
 001
 321
 3
 2
 1
 uuu
 u
 u
 u
 RRT
 T
 T
 T
 =−1כן ול RRT .אפשר לרשום: ωωωrrrr
 RRIRRILRI 1)( −==⋅=
 LRr
 Lמתאר את הוקטור r
 ω. לאחר סיבוב מערכת הצירים r
 R מתאר את הוקטורωr
 לאחר סיבוב
 לאחר סיבוב Iמתאר את טנזור ההתמדה RIR−1-לומר ש אפשר, באותו אופן. מערכת הצירים
 :אולם. מערכת הצירים
 T
 T
 T
 T
 T uuuu
 u
 u
 u
 uuuRIRIRRIR =
 ===− ),,(),,( 321
 3
 2
 1
 3211
 :וזה נותן מטריצה אלכסונית
 3
 2
 1
 00
 00
 00
 I
 I
 I
 iuהוקטורים r
 ω, אורתוגונליים זה לזה נותנים את הכיוונים של הצירים הראשיים והם r
 R הוא הוקטור
 ωr
 1uuכי אם למשל , במערכת צירים שהצירים שלה הם הצירים הראשיים rr
 =ω אזי:
 =
 =×
 =
 0
 0
 0
 0
 1 1
 111
 3
 2
 1 ωωωω u
 u
 u
 u
 RT
 T
 T
 r
 ωהוא המרכיב הראשון של 1ωכלומר r
 R 2, ובאותו אופןω 3-הוא המרכיב השני וω הוא המרכיב
 .השלישי
 סיבוב כללי ללא מומנט סיבוב חיצוני
 ωכאשר אין מומנט סיבוב חיצוני אזי rr
 IL ללא הגבלת הכלליות אנו יכולים להשתמש . הוא קבוע =
 :שהם הצירים הראשיים של הגוף המסתובב ואזבמערכת צירים
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 =
 =
 33
 22
 11
 3
 2
 1
 3
 2
 1
 00
 00
 00
 ωω
 ω
 ωω
 ω
 I
 I
 I
 I
 I
 I
 Lr
 ωאם , לכןr
 Lאיננו בכיוון אחד הצירים הראשיים אזי r
 ω-איננו מקביל ל r
 L-מאחר ש. r
 , קבוע בכיוונו
 ωאזי הוקטור r
 ), במערכת המסתובבת, לכן. כולל גם ביחס לגוף, משתנה במשך הסיבוב ) 0≠Rdt
 Ldr
 ) :וקיים ) ( ) LLRdt
 LdRdt
 LddtLd
 rrrr rrr
 ×−=⇒=×+= ωω 0
 ω-ומאחר שr
 )גם , משתנה עם הזמן )Rdt
 Ldr
 :אולם קיים. משתנה עם הזמן
 2
 332
 222
 112 ωωω IIIL ++=
 Lואם r
 ωקבוע אזי זה אומר שהקצה של הוקטור r
 ωהוקטור( r
 ) מתחיל במרכז המסה של הגוף למשל
 . polhodeהמסלול אותו מתאר קצה הוקטור נקרא . נמצא על אלפסואיד במרחב
 כל השדות המופעלים על כדור הארץ על . סביב צירו בתור דוגמא אפשר לקחת את סיבוב כדור הארץ
 . ידי השמש או הירח פועלים על מרכז המסה ולכן כמעט שאין מומנט סיבוב מסביב למרכז המסה
 , הוא קצת פחוס בקטבים והוא אינו מסתובב בדיוק מסביב לציר ראשי. כדור הארץ איננו לגמרי כדורי
 מדובר בסטיות מסדר גודל של עשירית שנייה של . ועולכן ציר הסיבוב שלו ביחס לעצמו איננו קב
 .ימים 427כשזמן המחזור של הסיבוב הוא בערך m15-וזה מתאים לקטור של לא יותר מ, קשת
 ירוסקופ'הג
 Wr
 A
 O
 0X
 0Y
 G
 ωr
 ωrr
 IL =
 0Z
 B
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 לא מופעל שום . שציר הסיבוב חופשי אף הוא להסתובב, ירוסקופ מורכב מגלגל מסתובב על ציר'הג
 ירוסקופ ממקום 'אם מזיזים את הג. יצוני ולכן ציר הסיבוב שומר על כיוונו במרחבמומנט סיבוב ח
 .ציר הסיבוב תמיד נשאר בכיוון קבוע, למקום
 אחרי , אם למשל מציבים אותו בכיוון מזרח מערב
 הוא יפנה , בגלל סיבוב כדור הארץ, שיש שעות
 ירוסקופ משמש לייצוב מטוסים 'הג. מטה-מעלה
 .ספינות ולוויינים, )בטיס אוטומטי(
 .על השימוש שלו בתור מצפן נדון בהמשך
 שמאזנת את Wאם מגדילים את המשקולת
 ירוסקופ מפעילים 'משקל הגלגל המסתובב של הג
 dt :מאחר ש. מומנט בכיוון ניצב לציר הסיבובLdr
 =τ
 אזי ציר הסיבוב מתחיל להסתובב מסביב לציר
 .זוהי התופעה של פרסציה. נכיהא
 ) :קיים ) LRdt
 LddtLd
 rrrr
 ×Ω+==τ
 ( ) 0=Rdt
 Ldr
 Ω-וr
 .היא תדירות הפרסציה
 אז יש מומנט סיבוב בגלל כוח : וצירו מוטה, לגבי סביבון שמסובים אותו סביב צירו, באופן דומה
 .מומנט זה גורם לפרסציה. הכובד
 כי הזנחנו את התרומה , נו מקורבהטיפול של
 זה . של הפרסציה עצמה לתנע הזויתי
 כאשר ω<<Ωמוצדק מאחר שבדרך כלל
 ω ירוסקופ ולכן אפשר 'תדירות הגלגל בג
 Ωלהזניח את התרומה של r
 . לתנע הזויתי
 ם רואים אם מביאים בחשבון את כל האפקטי
 כלומר הסיבוב של ציר , שבנוסף לפרסציה
 יש גם תנודות של ציר הסיבוב , הסיבוב
 תנודות אלו נקראות . מטה- בכיוון מעלה
 .נוטציה
 מאחר שלכדור הארץ אין צורה כדורית
 הוא יותר פחוס בקטבים מאשר (מושלמת
 וציר הסיבוב שלו סביב עצמו ) בקו המשווה

Page 144
						

למהנדסים' פיזיקה א -74- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 7223מוטה בזווית של אזי כוחות המשיכה של השמש ושל ,ביחס לציר הסיבוב שלו סביב השמש °′
 הירח גורמים למומנט סיבוב קטן שמופעל על כדור הארץ בכיוון ניצב לציר הסיבוב שלו וזה גורם
 :זה מתאים ל. שנים 27725: זמן המחזור של פרסציה זו הוא. לפרסציה של ציר הסיבוב
 srad111019.7 −⋅=ω
 שהוא הקו שבו חותך קו המשווה את המישור , משתנה הכיוון של קו האקינוקס, כתוצאה מכך
 ולכן האפקט נקרא . והשינוי הוא באותה תדירות) א סביב השמש"מישור התנועה של כדה(האקליפטי
 זו גורמת גם תופעה . Hipparchusי "ס ע"לפנה 135פרסציה של האקינוקס והוא התגלה כבר בשנת
 2.9לנוטציה באמפליטודה של כתוצאה מפרסציה זו יש לתקן על מנת . שנים 19וזמן מחזור של ′′
 .שנה 72זהו תיקון של יום אחד כל . שהחורף יהיה תמיד בדצמבר
 י שנותנים "ע, למשל, לשם כך מאלצים אותו להסתובב במישור אופקי. ירוסקופ משמש גם כמצפן'הג
 כדור הארץ מסתובב וכתוצאה , מערב-אם למשל מכוונים את צירו בכיוון מזרח. ו לצוף בתוך נוזלל
 זה שקול למומנט סיבוב בכיוון צפון שגורם לפרסציה , מהעובדה שהציר מאולץ להיות במישור אופקי
 תרון שהוא ירוסקופ יש את הי'למצפן ג. ירוסקופ עד שהוא מגיע לכיוון צפון ונשאר בכיוון זה'של ציר הג
 .א ולא מושפע משדות מגנטיים"מכוון לציר הסיבוב האמיתי של כדה
 גלגל אופניים -שימור תנע זויתי : 70גמה הד
 ברגע שמסובבים את הגלגל בתדירות . הציר של הגלגל תלוי על חוט
 . גבוהה הציר נשאר אופקי אבל מסתובב בישור אופקי מסביב לחוט
 ביחס למרכז (יצוני שמפעיל החוט זוהי פרסציה בגלל מומנט סיבוב ח
 ).הכובד
 סביבון: 73גמה הד
 קצה הציר הוא חד והוא . ניתן לשנות את מיקום הציר ביחס לגלגל. גלגל אופניים מסתובב סביב צירו
 Lברגע שמיקום החוד הוא במרכז המסה של הגלגל שומר . מונח על ציר אנכי קבועr
 על כיוונו וציר
 מיקום החוד איננו מרכז , ברגע שמאריכים או מקצרים את הציר. וב של הגלגל נשאר קבועהסיב
 .המסה ואז פועל על הגלגל מומנט סיבוב שגורם לפרסציה של ציר הסיבוב של הגלגל
 יירו'ג: 72גמה הד
 יירו שבו ניתן לשנות את מיקום מרכז הכובד ולגרום לפרסציה כאשר יש 'האחד הוא ג. שני מכשירים
 יירו שיכול לשנות את כיוון ציר הסיבוב בכל מישור ואז משנים את 'השני הוא ג. ומנט סיבובמ
 .האוריינטציה שלו אך ציר הסיבוב שומר על כיוון קבוע
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 מערכות לא אינרציאליות
 מערכת מואצת קוית
 כפי שהיא נראית במערכת אינרציאלית Pנסתכל על נקודה
 O ובמערכת לא אינרציאליתO′ ,שנעה ביחס ל-O
 aבתאוצה r
 PoP :קיים . rrr ′+= ′
 rrr
 PoP :ואם נגזור פעם אחת נקבל vvv ′+= ′
 rrr
 אלא שעכשיו, וזהו חוק חיבור המהירויות שכבר ידוע לנו
 PoP :אם נגזור פעם נוספת נקבל. תלויה בזמן ′Oל המהירות ש aaa ′+= ′
 rrr
 oa′=0אז , היתה מערכת אינרציאלית ′Oאילו r
 אשר כ O-אותה תאוצה כמו ב ′O-והיינו מודדים ב
 O′ אינה מערכת אינרציאלית מתקבל: OPP aaarrr
 −=′ ′
 תוך שימוש ,מסיק איפוא, ואינו מודע לזה שהוא נמצא במערכת מואצת ′Pאדם שנמצא במערכת
 Pa בחוק השני של ניוטון שנוסף לכוחות הרגילים שגורמים לתאוצהr
 שאותם רואה גם האדם ,
 Oam פועל כוח נוסף, במערכת האינרציאלית ′−r
 פועל כוח mעל כל גוף בעל מסה כלשהי , כלומר,
 Oamשפורפורציוני למסה בגודל ′−r
 לא הוא). או דמיוני(כוח זה נקרא כוח דיאלמבר או כוח פיקטיבי .
 אלא רק במערכת לא אינרציאלית על ידי צופה שנמצא במערכת זו ,קיים במערכת אינרציאלית
 .שהוא נמצא במערכת לא אינרציאלית ומתעלם מהעובדה
 aאדם נמצא במעלית והמעלית עולה למעלה בתאוצה : לדוגמאr
 יאמר שהרצפה צופה מחוץ למעלית
 Nדם כוח של המעלית מפעילה על האr
 ) :כך ש )agmNamgmNrrrrrr
 +=⇒=−
 עליו כוח מרגיש שהרצפה מפעילה, אדם בתוך המעלית שמתעלם מהעובדה שהמעלית נעה בתאוצה
 )-לששווה )agmrr
 gmולכן הוא מסיק שבנוסף לכוח הכובד +r
 amף פועל עליו כוח נוס ,כלפי מטה r
 .שהוא כוח דיאלמבר, כלפי מטה
 aקרון רכבת מתחיל לנוע בתאוצה : דוגמא אחרתr
 על תקרת
 בכוון הפוך , ורואים שהיא נוטה אחורה ,הקרון תלויה מטוטלת
 aבתאוצה הקרון נע: אדם מחוץ לקרון יאמר. לתאוצת הקרוןr
 המסה הוא מעביר דרך את הכוח למשיכת. קדימה ומושך אחריו את מסת המטוטלת באותה תאוצה
 Tהמתיחות בחוט r
 Tוהמרכיב האופקי של r
 aהתאוצה הוא זה שמספק למסה את r
 כאשר המרכיב
 x
 x′
 yy′
 P
 Prr′
 Prr
 Orr′
 O
 O ′
 ar
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 Tהאנכי של r
 אדם שנמצא בתוך הקרון ומתעלם מזה שהקרון נע בתאוצה . ח הכובדמתאזן עם כו
 .קדימה מסיק שעל המסה פועל כוח אחורה שגורם לה לנטות בכיוון זה
 תאוצה צנטריפוגלית ותאוצת -מערכת מסתובבת
 קוריוליס
 , ראשית נניח שיש להן אותה. נסתכל על מערכת צירים שהיא מסתובבת ביחס למערכת אינרציאלית
 rנניח שיש לנו חלקיק בקוארדינטה . כי מה שקורה בהזזה כבר ראינו קודם לכןr
 : kzjyixr ˆˆˆ ++=r
 שומרים על כיוון קבוע ווקטורי היחידה של הצירים במערכת האינרציאלית ולכן הם k ,j ,iכאשר
 ).האורך שלהם שהוא יחידה בוודאי קבוע(
 kzjyixr :במערכת המסתובבת אנו יכולים לרשום ′′+′′+′′= ˆˆˆr
 k′ˆ ,jכאשר ′ˆ ,i על כוון הם וקטורי היחידה של הצירים במערכת המסתובבת ולכן הם לא שומרים ˆ′
 .קבוע במערכת האינרציאלית
 :שמתעלם מהעובדה שהיא מסתובבת ימדוד את ווקטור המהירות הבא O'צופה במערכת
 kjiv dtzd
 dtyd
 dtxd ′+′+′=′ ′′′ ˆˆˆr
 dt : צופה במערכת האינרציאלית ימדודrdvrr
 =
 rואם נבטא את r
 :נקבל, O'דינטות אותן מודד הצופה ב באמצעות הקואר
 dtkd
 dtjd
 dtid
 dtzd
 dtyd
 dtxd zyxkjiv ′′′′′′ ′+′+′+′+′+′= ˆˆˆˆˆˆr
 ′vשלושת האיברים הראשונים אינם אלא r
 idt :בביטוי הרביעי אפשר להציב. id ′×=′ ˆˆ ω
 r
 jdt :באותו אופן. וזאת כפי שראינו בטיפול שערכנו בנושא של תנועה סיבוביתjd ′×=′ ˆˆ ω
 r
 kdtkd ′×=′ ˆˆ ω
 r
 kzjyixvv :וקבלנו איפוא ′×′+′×′+′×′+′= ˆˆˆ ωωωrrrrr
 rvv :ולכןrrrr
 ×+′= ω
 rמשוואה זו מקבילה לחוק חיבור המהירויות והיא אכן הגיונית כי rr
 ×ω היא בעצם המהירות בכל
 מסיבובה ואם אנו מחברים זאת למהירות כפי שהיא נקודה ונקודה של המערכת המסתובבת כתוצאה
 .נמדדת במערכת המסתובבת אזי אנו צריכים לקבל את המהירות במערכת האינרציאלית
 ) : משוואה זו קונסיסטנטית גם עם המשוואה הכללית שהוכחנו ) BRdt
 BddtBd
 rrrr
 ×+= ω
 dt :נחשב עכשיו את התאוצהrd
 dtvd
 dtvda
 rrr rr×+== ′ ω
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 =′+′+′+′+′+′= :אולם ′′′′′′′dtkd
 zdtjd
 ydtid
 xdtvd
 dt
 vd
 dtvd
 dtvd vvvkji zyx ˆˆˆˆˆˆr
 vakvjviva zyx ′×+′=′×+′×+′×+′=rrrrrrrrr
 ωωωω ˆˆˆ
 ) :לכן קיבלנו =×+′×+′×+′=×+′×+′= )rvvavvaarrrrrrrrrrrrr
 ωωωωω
 )(2 rvarrrrrr
 ××+′×+′= ωωω
 האיבר . קיבלנו שכתוצאה מהסיבוב של המערכת נוספים לתאוצה שנמדדת במסגרת זו שני איברים
 האיבר , זוהי התאוצה הצנטריפטלית שמאפשרת לנקודה לנוע בתנועה מעגלית -השני מוכר לנו
 .הראשון נקרא תאוצת קוריוליס והוא קיים רק אם לגוף יש מהירות מסוימת במערכת המסתובבת
 נתאר לעצמנו , על מנת להבין זאת קצת יותר טוב מבחינה אינטואיטיבית
 )במערכת שלו( אדם נע ממרכז הקרוסלה בכיוון רדיאלי, קרוסלה מסתובבת
 ′vבמהירות r
 סיבוב הקרוסלה אדם מבחוץ יראה שמסלול התנועה בגלל .
 מתעגל ההתרחקות מהקו הישר תלך ותגדל ככל שמתרחקים ממרכז
 כתוצאה מעקמומיות המסלול הוא יסיק שקיים כוח הפועל בניצב . הקרוסלה
 ′v- לr
 .
 vמן זה קרה לאחר ז, מהמרכז rנניח שהאדם הגיע למרחק rt בזמן זה הקרוסלה הסתובבה .=′
 המיקום שבו נמצא האדם התרחק מהמיקום שבו הוא היה צריך להיות אלמלא , ולכן t⋅=ωθבזווית
 2tvtrrs :הסיבוב בשיעור ⋅′=⋅⋅== ωωθ
 2 :כך ש caשמדובר בתנועה בתאוצה קבועה אומרת 2tב sתלות של ה21 tas c=
 ω :ןולכr
 vac ′= 2
 ×′vואמנם זהו הגודל של הוקטור rr
 ω2. ) הוקטורωr
 vפונה אלינו והוא ניצב לכן לוקטור rגם . ′
 vבחינת הכיוון של התאוצה זה מתאים לכיוון של מrr
 ×ω, לכן: vac
 rrr×= ω2
 2)( :כאשר נמצאים במערכת המסתובבת מודדים את התאוצה rvaarsrrrrr
 ××−×−=′ ωωω
 ואם מתעלמים מהעובדה שנמצאים במערכת מסתובבת מסיקים שקיימים כוחות נוספים לכוח שגורם
 a לתאוצהr
 :והם
 )( :הכוח הצנטריפוגלי שכיוונו כלפי חוצה והוא מושך החוצה מציר הסיבוב rmrrr
 ××− ωω
 vm :כוח קוריוליסrr
 ×− ω2
 ′vנניח עתה שהאדם נע בכיוון משיקי בקרוסלה במהירות r
 כמו כיוון , נניח שזו תנועה נגד כיוון השעון.
 rvvאדם מבחוץ רואה שיש לו בסך הכל תנועה מעגלית במהירות . הסיבוב של הקרוסלהrrr
 ×+′= ω ,
 rכאשר r
 צריכה לפעול עליו , לכן. הוא המרחק של האדם ממרכז הקרוסלה שנשאר קבוע בתנועה
 ) : תאוצה צנטריפיטלית השווה ל )2221 22
 rrvvrrv ωω +′+′=
 v′r
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 rv היא r2ω. היא התאוצה הצנטריפטלית כפי שהיא נמדדת במערכת המנוחה של הקרוסלה 2′
 . שהיא תאוצת קוריוליס ωv′2התאוצה הצנטריפטלית כתוצאה מסיבוב הקרוסלה סביב צירה ונשאר
 vזה גם צריך להיות הכיוון של הווקטור כיוונה הוא כלפי מרכז הקרוסלה ואכןrr
 ×ω.
 הטיית זרם מים המופנה לדופן של תוף מסתובב - כוח קוריוליס : 74הדגמה
 רואים . במיכל יש ממטרה שמזרימה סילון מים. ומסתובב סביב צירו, מיכל מים שקוף מונח על ויוגרף
 .המים בגלל תאוצת קוריוליסשכתוצאה מהסיבוב יש סטייה בכוון של סילון
 :75הדגמה
 לגוף מחובר עיפרון שמצייר באותו הזמן על דף נייר שקבוע על . גוף נע בקו ישר במהירות קבועה
 .על הדף מתקבל מסלול עקום כתוצאה מתאוצת קוריוליס. דיסקה מסתובבת
 הכוחות הפועלים על פני כדור הארץ
 כדור הארץ מסתובב . ודם על מערכת מסתובבתמדובר כאן בשימוש של מה שפיתחנו בסעיף הק
 s :בתדירות זוויתית סביב צירוrad510292.7 −⋅=ω
 r
 0g-נסמן את תאוצת כוח הכובד בr
 :ואז התאוצה שמרגישים על פני כדור הארץ היא
 )(20 rvgarrrrrrr
 ××−′×−=′ ωωω
 , אטנסתכל בהתחלה על מקרה של גוף שנמצא במנוחה או נע ל
 התאוצה האפקטיבית , כך שניתן להזניח את תאוצת קוריוליס ואז
 :של כוח הכובד שמרגישים בכל נקודה על פני כדור הארץ היא
 )(0 rgagrrrrrr
 ××−=′= ωω
 0gהכיוון של r
 אך בגלל האיבר , הוא אל מרכז כדור הארץ
 gהכיוון של , הצנטריפוגליr
 . איננו בהכרח אל מרכז כדור הארץ
 זהו הכיוון שנמדד באמצעות חוט עם משקולת עופרת בקצהו או
 .הכיוון הניצב לזה של פלס מים
 )(-את זווית קו הרוחב שבו אנו נמצאים ונזכור ש λ-אם נסמן ב rrrr
 ××− ωω הוא בכיוון ניצב לפני
 )(אזי המרכיב הרדיאלי שלו הוא הגודל של , כדור הארץ בקו המשווה rrrr
 ××− ωωמוכפל ב-λcos.
 r הגודל שלrr
 ×ω הואλωλω cos)90sin( rr )(לכן הגודל של ,−−= rrrr
 ×× ωω הואλω cos2r וזה
 2cos103.3cos- יוצא שווה ל 22
 smr λλω −⋅=
 0g-מ %3.0-כלומר על קו המשווה זה כr
 λω: המרכיב הניצב לפני כדור הארץ הוא. 22 cosr.
 λ
 ( )rrrr
 ×− ωω
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 -ששווה ל) בחצי הכדור הדרומי(או צפון ) בחצי הכדור הצפוני(נוסף לכך יש מרכיב גם בכיוון דרום
 λλω sincos2r, המרכיב של ,לכןgr
 λω: בכיוון אנכי כלפי מטה הוא 220 cosrg −
 λλω) בקוטב הצפוני(או דרום ) בקוטב הדרומי(בכיוון צפון sincos2r.
 הוא גורם לכך שגוף שנופל נפילה חופשית יסטה צפונה או o45=λ-המרכיב הזה מקסימלי ב
 .דרומה
 vואז , נעבור לתאוצת קוריוליס ונסתכל תחילה על גוף נופלrv-הוא בכיוון מטה ו ′
 rr×ω הוא בכיוון
 −×′vמערב ולכן תאוצת קוריוליס rr
 ω2 אם מצרפים זאת לתאוצה הצנטריפטלית . היא בכיוון מזרח
 .לכיוון צפון מזרח -ון הגוף נופל לכיוון דרום מזרח ובחצי הכדור התחתון רואים שבחצי הכדור העלי
 אפקט זה זניח ברוב המקרים אולם יש לקחת אותו בחשבון בהפצצה מגובה רב ובטילים בליסטיים
 .תאוצת קוריוליס משפיעה על מסלולים של רקטות ולווינים בגלל מהירויותיהם הגבוהות. בין יבשתיים
 v-וקטור ניצב ל, במישור האופקיעבור גוף הנע r
 ω-ול r
 הוא בזוית למישור
 ωניתן לראות זאת מתוך פירוק . האופקיr
 למרכיב במישור האופקי בכיוון
 λω -צפון cos כדור בחצי ה(ומרכיב ניצב למישור האופקי כלפי מעלה
 λωבשיעור )בחצי הכדור הדרומי(או כלפי מטה ) הצפוני sin.
 −×′v-לכן לrr
 ω2 יהיה מרכיב אופקי בשיעור :λω sin2 vaH −=r
 .
 v-וכיוונו בחצי הכדור הצפוני יהיה ימינה לr
 ובחצי הכדור הדרומי שמאלה
 v- לr
 .
 בקו 0-אפקט זה הוא מקסימלי בקוטב ויורד ל
 המרכב האנכי הוא זניח ביחס . המשווה
 לאפקט של הכוח הצנטריפוגלי ואפשר להזניח
 את ההשפעה של המרכב אפשר . כ"אותו בד
 לראות בכווני הרוחות כאשר יש שקע ברומטרי
 מרכז אבל הרוחות נעות לכיוון ה. או הוריקן
 בגלל תאוצת קוריוליס יש סטיה ימינה או
 בסופו של דבר לחץ האויר משפיע גם .שמאלה
 הוא ונותן תנועה מסובכת של סבוב הרוחות
 ל קורה גם כאשר המים "כנ. מסביב לשקע
 .יורדים דרך הפתח בכיור או באמבטיה
 λ
 λωr
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 שעות מישור הסבוב 12רי אח, בחצי הכדור הצפוני. אפקט אחר הוא שינוי מישור הסבוב של מטוטלת
 ooהמטוטלת סוטה, בכל שעה, כלומר. היה מגיע לכיוונו ההתחלתי 1512/180 בנקודה שאיננה על . =
 ביחס לזו שבקוטב הצפוני ולכן λsin-תאוצת קוריוליס של המטוטלת מוכפלת ב, הקוטב הצפוני
 .λsin15°הסטיה לשעה היא , כלומר, λsinהסטיה קטנה פי
 תלה מטוטלת גדולה 1851שבשנת Foucoultי הפיסיקאי הצרפתי "אפקט זה הודגם לראשונה ע
 מטוטלות כאלה . מאז האפקט נקרא על שמו. בפריז Les-Invalidesמהכיפה של' מ 67באורך של
 .נים למדעניתן למצוא במספר מוזיאו
 )a (המיספירה צפונית
 N
 E W
 S
 A
 A’
 A’’ A’’’
 B
 B’
 B’’ B’’’
 )b (המיספירה דרומית
 N
 E W
 S
 A
 A’
 A’’ A’’’
 B’’ B’’’
 )a (המיספירה צפונית
 S
 W
 N
 )b (המיספירה דרומית
 S
 W
 N
 E
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 :1דוגמה
 חשב את הסטיה של גוף נופל כתוצאה מתאוצת קוריוליס והשווה לסטיה כתוצאה מהאיבר
 .הצנטריפוגלי
 :פתרון
 vתאוצת קוריוליס היא rr
 ×− ω2 . הזוית ביןωr
 v- ל r
 : ה של תאוצת קוריוליסולכן גודל, λ+°90היא
 ( ) λωλω cos290sin2 vv ′=+′.
 λωλωλω :לכן coscos2cos2 3312
 2
 2
 ⋅=⇒⋅=⇒⋅= gtxgtgt dtdx
 dtxd
 2- אז מאחר ש, hואם הגוף נופל מגובה 21 gth ) :יוצא ש = )2
 12ght =
 ) :ולכן ) ( ) λωλω coscos 21
 323
 8312
 31
 gh
 ghgx ==
 5103.7-ו g=8.9ואם נציב −⋅=ω נקבל: λcos102.2 23
 5hx −⋅=
 cmx :הוא סוטה בשיעור m100אם גוף נפל , ולכן λcos2.2 ⋅=
 :כשהתאוצה היא, הוא סטה בכיוון מזרח כתוצאה מהכוח הצנטריפוגלי
 ( )( ) 22
 8.9
 22221
 2
 10sincos34.0sincos1034.3
 sincossincos
 sincos2
 2
 −− ⋅⋅⋅=⋅⋅=
 =⋅⋅=⋅⋅=
 ⇓
 ⋅⋅=
 λλλλ
 λλωλλω
 λλω
 h
 rtry
 r
 h
 gh
 dt
 yd
 mhועבור λλה של מקבלים סטי =100 cossin34 ⋅⋅cm ,שהיא הרבה יותר גדולה.

Page 152
						

למהנדסים' פיזיקה א -82- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 תנועה הרמונית
 מסה מונחת על : נסתכל על מערכת פיזיקלית שכבר מוכרת לנו
 .משטח חסר חיכוך ומחוברת לקפיץ
 פ חוק הוק "ע, אנו יודעים שהכוח שהקפיץ מפעיל על המסה
 kxFהוא או (היא התארכות הקפיץ מהמצב שבו הוא רפוי x, הוא קבוע הקפיץ kכאשר =−
 , כלומר. והסימן השלילי מציין שהכוח הוא בכיוון ההפוך להתארכות) שלילי xואז , התכווצות הקפיץ
 )כבר ראינו שלכוח זה מתאימה אנרגיה פוטנציאלית. זהו כוח מחזיר ) 221 kxxU ושהאנרגיה הכללית =
 constkxmvUKE :נשמרת =+=+= 2212
 21
 בנקודה אחרת של v- ו xמתוך ידיעת : למשל(וידועה האנרגיה הכללית xכאשר ידוע לנו , ומכאן
 אנו מעוניינים בתיאור מלא . אולם אנו לא מסתפקים בכך. ולהיפך vאנו יכולים לחשב את ) התנועה
 כלומר את החוק השני , לשם כך עלינו לפתור את משוואת התנועה. של התנועה כפונקציה של הזמן
 xkxmmaF :של ניוטון mk
 dtxd
 dtxd −=⇒−=⇒= 2
 2
 2
 2
 ין הנגזרת השניה של זוהי משוואה פשוטה יחסית של קשר לינארי ב. קיבלנו משוואה דיפרנציאלית
 והן עבור teα: קשר כזה קיים הן עבור פונקצית האקספוננט. הפונקציה לבין הפונקציה עצמה
 tt :עבור פונקציית האקספוננט. tωcos ,tωsinהפונקציות הטריגונומטריות dtd ee αα α=
 tt
 dtd ee αα α 2
 2
 2
 =
 נבחר . שלילי 2αהוא מספר דמיוני ואז αכן -אלא אם, אנו מקבלים קשר לינארי אבל עם מקדם חיובי
 ttdt :באופציה השניה של הפונקציות הטריגונומטריותd ωωω cossin ⋅=
 ttdtd ωωω cossin 2
 2
 2
 ⋅−=
 txים לבחור את אנו רואים שאנו יכול ωsin= בתנאי ש -mk=2ω.
 ttdt :אפשרית כי tωcosבאותו אופן גם d ωωω sincos ⋅−=
 ttdtd ωωω sincos 2
 2
 2
 ⋅−=
 .2ω ואותו תנאי מתקבל לגבי
 tbtax :אפשרית tωsin-ו tωcosבאופן כללי כל קומבינציה לינארית של ωω cossin ⋅+⋅=
 tbtadt :כיdx ωωωω cossin ⋅+⋅−=
 xtbtadt
 xd 222 cossin2
 2 ωωωωω −=−−=
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 הוא הפתרון הכללי ביותר של המשוואה x-הפתרון שקיבלנו ל. ω- ושוב מתקיים אותו תנאי ל
 ) :אפשר לכתוב אותו גם בצורה. רנציאליתהדיפ )φω +⋅= tAx cos
 :מאחר שתמיד אפשר לפתח בצורה הבאה זאת
 )sin()sin()cos()cos()cos( φωφωφω tAtAtA −=+
 )sin()cos( :נסמן ואם φφ AbAa −==
 −=φtan :כי b- ו aלקבל מתוך ניתן φ-וAאת . אנו חוזרים לצורה הקודמת אזab
 Aba =+ 22
 :φ-ל πשקול לתוספת שלילי Aכי , לבחור תמיד בתור חיובי ניתן A את
 )cos()cos( πφωφω ++−=+ tAtA
 A זמן המחזור הוא כאשר . מחזורית היאאנו רואים שהתנועה . האמפליטודה של התנועה נקראת
 ) :כלומר π2 נוסף tωלארגומנט ) kmTTtTt πωπωπωω ω
 πωπ 222 22 ====⇒+=+
 : כלומר, המחזורים לשניה מספר –הוא התדירות , שמגדירים כאן, נוסף דבר
 v ב נמדד-sHz 1= mk
 Tv ππω
 21
 21 ===
 ω ולכןבעצם קצב שינוי הפזה של התנועה ליחידת זמן הוא ω תדירות זויתית נקראת .ω ב נמדד-
 s
 rad.
 וקטור בעל של xעל ציר כהשלכה xינטה לראות את הקואורד אפשר
 כפי שאנו , אז תדירות הסיבוב הוא xy .ωבמישור המסתובב, Aאורך
 לקבל מתוך תנאי אפשר φ - ו Aאת . סיבובית מתנועהמכירים זאת
 . t=0למשל , והמהירות בזמן מסוים מהקואורדינטה, כלומר. התחלה
 0xxנתון אם 0vv-ו = :אז =
 ( ) φωφωωφ sinsincos 00 AvtAvAx dtdx −=⇒+−===
 ω :ומכאןωφ
 20
 0
 0 20tan v
 vx xA +=−=
 A לקבלשיכול , הערך המקסימלי הוא x .x בין נעA לבין A− .האמפליטודה A תלויה אינה
 .בתדירות
 cos22)( :ידיעל , אפוא, הפוטנציאלית נתונה האנרגיה212
 21 φω +== tkAkxU
 sin222)( :הקינטית האנרגיהו212
 21 φωω +== tmAmvK
 mנציב ואםk=2ω נקבל: ( )φωω += tkA 222
 21 sin
 2 :יוצא ולכן21 kAUKE =+=
 ω
 x
 y
 A
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 ל התנועה גם נותן לנו את הקשר בין האמפליטודה ש וזה) t- אינה תלויה ב(, קבועה Eשאכן וקיבלנו
 :לרשוםאנו יכולים . לבין המהירות2
 212
 212
 21 kAkxmv =+
 ) :ומכאן )22 xAv mk −±=
 Axרואים שעבור ומכאן . מקסימלית המהירות x=0מתאפסת ועבור המהירות =±
 :פני מחזור שלם עללחשב את האנרגיה הפוטנציאלית הממוצעת ניתן
 ( ) ( ) ( )[ ]
 ( )[ ] ( )[ ] EkATkAkAttkA
 dttkAdttkAdtUU
 T
 T
 T
 T T
 T
 T
 TtT
 212
 412
 812
 41
 041
 212
 21
 0 0 212
 21
 0
 22211
 2sin2sin2sin
 2cos1cos
 ==−++=++=
 ++=+== ∫ ∫∫φφωφω
 φωφω
 ωω
 EK :אופן יוצא באותו 21=
 .היא פוטנציאלית והמחצית השניה היא קינטית הכלליתמחצית מהאנרגיה , באופן ממוצע, לומר
 :הרמוניתעתה מספר דוגמות אחרות לתנועה נראה
 פשוטה מטוטלת
 gmכח הכובד אתr
 למתיחותהאחד הוא בכוון הפוך . יםלשני מרכיב מפרקים
 , −θsinmg: השני הוא בכוון ניצב לחוט. החוט והוא מבטל את המתיחות
 אם . גדל θהסימן השלילי בא מאחר שהוא בכוון הפוך לכוון שבו כאשר
 θθאז קטנה θהזווית ≈sin ואז: xmgmgF lmg
 lx −=−=−= θ
 אלא קפיץקיבלנו אותה משוואה כמו של . אורך המטוטלת הוא l כאשר
 l: הוא k" הקפיץ קבוע"שהפעם mg עם תדירות דומהיש לנו כאן תנועה לכן:
 lg
 mk ==ω
 g :זמן המחזור הוא ולכןlT π2=
 לשוויון בין מסה ) אחת מני רבות(זאת כהוכחה לראותזמן המחזור לא תלוי במסה ואפשר , כלומר
 זמן המחזור קל למדוד ומשתמשים במטוטלת בתור שעון את. גרביטציונית לבין מסה אינרציאלית
 !).lנות את יש להיזהר לא לש(משנים את המסה אםואפשר לראות שהשעון נשאר מדויק
 θθ בקירובולא ניתן להשתמש , האמפליטודה גדולה אם ≈sin ,לראות שקיים אפשר:
 ( )...sinsin12 24
 43
 21
 22
 21
 2
 2
 22 +++= mm
 glT θθπ
 . %5.0סטייה של פחות מ מקבלים 15mθ=°עבור . האמפליטודה המקסימלית הוא mθ כאשר
 .ההולכת לאיבוד כתוצאה מחיכוך, המספק למטוטלת את האנרגיה, מטוטלת יש מנגנון בשעוני
 θ
 θθsingm
 r
 gmr
 Tr
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 פיתול מטוטלת
 לסובב את הדיסקית ואז המוט אפשר. תלויה בקצה של מוט קשיח אך אלסטי דיסקה
 κθτ : הסיבובהתלוי בזווית , מפעיל מומנט פיתול על הדיסקה −=
 κ משוואת התנועה היא. קבוע הפיתול נקרא: κθατ θω −==== 2
 2
 dtd
 dtd III
 θκθ :ומכאןIdt
 d −=2
 2
 κ :תדירותיש לנו כאן תנועה הרמונית עם ולכןκ πω II T 2=⇒=
 .ספירלי קפיץיש גם כן תנועה הרמונית זוויתית של בשעון
 מטוטלת פיזיקלית
 θτ :בשיעור, פעיל מומנט בנקודת מרכז המסהכח המשקל מ sinMgd−=
 θτ :ובזוית קטנה Mgd−=
 2 :מצד שני
 2
 dtdII θατ ==
 θθ :ולכן מתקבלI
 Mgd
 dtd −=2
 2
 I :ולכן מתקבלת תנועה הרמונית עם תדירות זויתיתMgd=ω
 Mgd :ולכןIT π2=
 ldאפשר לראות מטוטלת פשוטה בתור מקרה פרטי של מטוטלת פיזיקלית בה -ו = 2MlI ואז =
 g :נשארlT π2=
 אוסצילציות של שני גופים
 - כדור+ המסה : יש לנו בעצם תנודות של שני גופים, כאשר מסה מחוברת לקפיץ והקפיץ קשור לקיר
 הארץ הרבה יותר גדולה מהמסה שלנו ולכן -אלא שהמסה של כדור. שהקיר מהווה חלק ממנו, הארץ
 בהרבה מהמקרים אחרים מדובר בתנודות של -עם זאת . הארץ-ניתן להתעלם מהתנועה של כדור
 יר אטומיות יכולות להתנודד סביב צ- מולקולות דו, למשל. שני גופים שמסותיהן הן באותו סדר גודל
 .הסימטריה שלהן
 שנמצאות על , 2m-ו 1m, נסתכל על שתי מסות
 וביניהן מחבר קפיץ חסר מסה , חיכוך-משטח חסר
 R P θ
 gmr
 P
 C
 dθ
 1m2m
 x
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 :תארכות הקפיץ ממצב שיווי משקל היאה. 2x-ו 1x-נסמן את הקואורדינטות שלהן ב. kבעל קבוע
 ( ) lxxx −−= 21
 :היא 1mמשוואת התנועה של המסה . הוא אורך הקפיץ במצב של שיווי משקל lכאשר
 kxmdt
 xd −=21
 2
 1
 2mושל המסה : kxmdt
 xd =22
 2
 2
 ). פ החוק השלישי של ניוטון"ע, הכוחות הפועלים על שתי המסות שווים בגודלם והפוכים בכיווניהם(
 :ונחסיר נקבל 1m-ואת השניה ב 2m-אם נכפיל את המשוואה הראשונה ב
 kxmkxmmmmmdt
 xd
 dt
 xd122121 2
 22
 21
 2
 −−=−
 ) :ולכן ) kxxxdtd
 mmmm −=−+ 212
 2
 21
 21
 +=µאולם 21
 21
 mmmm
 ) :נוסף לכך. היא המסה המצומצמת ) 2
 2
 2
 2
 21 dtxd
 dtd xx =−
 02 :לכן קיבלנו. קבוע lכי
 2
 =+ xkdt
 xdµ
 היא ההתארכות של xאלא שהפעם , ומשוואה זו זהה למשוואה שהיתה לנו במקרה של גוף אחד
 היא המסה המצומצמת וקיים µ- ו, אך לא השינוי במיקום של גוף אחד, )היתה קודםכפי ש(הקפיץ
 :גם21
 111mm +=µ
 כמובן שגם הפתרון של המשוואה וכל יתר התכונות כגון זמן המחזור והאנרגיות הקינטית
 ה להיות גם האפשרות שבנוסף יכול. י המשוואות שהיו לנו קודם לכן"והפוטנציאלית נתונות ע
 תהיה גם תנועה של מרכז המסה של שתי המסות במהירות קבועה וזה יתן תרומה נפרדת , לתנודות
 .לאנרגיה הקינטית
 תנועה הרמונית מרוסנת
 בתנועה הרמונית יש תמיד גם חיכוך ובקירוב טוב אפשר להניח שכח החיכוך פרופורציוני למהירות
 .זו נקראת תנועה הרמונית מרוסנת. ית נראית קצת יותר מסובכתולכן המשוואה הדיפרנציאל
 kxbmF dtdx
 dt
 xd −−== 2
 2
 02 :או
 2
 =++ xmk
 dtdx
 mb
 dtxd
 ולכן אנו מנסים , הנגזרת הראשונה והפונקציה עצמה, גם כאן יש קשר ליניארי בין הנגזרת השניה
 )cos( :פתרון מהצורה φωα += tAex t
 )sin()cos( :ומכאן φωωφωα αα +−+= teAteA ttdtdx
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 )cos()sin(2)cos( 222
 2
 φωωφωαωφωα ααα +−+−+= teAteAteA ttt
 dt
 xd
 :ואם נציב זאת במשוואה נקבל
 ++−+−+ )cos()sin(2)cos( 22 φωωφωαωφωα ααα teAteAteA ttt
 0)cos()sin()cos( =+++−+ φωφωωφωα ααα tAeteAteA tmkt
 mbt
 mb
 )cos( סכום המקדמים של, tעל מנת שמשוואה זו תתקיים לכל φωα +te t סכום המקדמים של ו
 )sin( φωα +te t 022 :וזה נותן פסצריכים להתא =++− AAAA mk
 mb αωα
 mb
 mb AA 202 −=⇒=−− αωαω
 :נקבל A-לאחר צמצומה ב, ואם נציב זאת במשוואה שמעליה
 ( )222
 2
 2
 402
 2
 2
 2
 mb
 mk
 mk
 m
 b
 m
 b −=⇒=+−− ωω
 m נסמןk=2
 0ω קיבלנו. זוהי התדירות של התנועה הלא מרוסנת: ( )22
 20 m
 b−= ωω
 ) :וכן )φω += − tAex tmb
 cos2
 וזה מתאר תנודות עם אמפליטודה שהולכת וקטנה עם
 :כלומר תנועה מהצורה. הזמן
 m :פתרון זה רלוונטי כל עודb
 20 >ω
 .במקרה האחר יש רק ירידה אקספוננציאלית
 mעבור b
 20 =ω מסתבר שהפיתרון שפותר את המשוואה
 ) :ורההוא מהצ ) teBAt α+
 20 ועבורb<ω מנסים פתרוןtAeα פתרונות 2ומוצאים
 :כך שהפיתרון הכללי יוצא, 2α-ו α: 1α עבור
 tt BeAe 21 αα +
 .יוצא שלילי כך שמדובר בירידה אקספוננציאלית ללא אוסצילציות αבכל מקרה
 פיתוח באמצעות מספרים - תנועה הרמונית מרוסנת
 מרוכבים
 02 :אנו יוצאים שוב מהמשוואה
 2
 =++ xmk
 dtdx
 mb
 dtxd
 texננסה פתרון מהצורה α=.
 02 :נקבל =++ tmkt
 mbt eee ααα αα
 t
 x
 A
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 02 :נקבל את המשוואה הריבועית teα-צמצם בואם נ =++ mk
 mb αα
 ) :שפתרונה ) mk
 mb
 mb −±−= 2
 22α
 m- עבור ריסון חלש יש להניח שb
 20 >ω ,לכן אפשר לסמן: ( ) ( )222
 02
 22
 mb
 mb
 mk −=−= ωω
 ωα :והפתרון יהיה imb ±−= 2
 x-שני פתרונות לוקיבלנו איפוא : ( )tim
 b
 e ω+− 2 ,( )tim
 b
 e ω−− 2
 כל קומבינציה לינארית שלהם היא פתרון ואנו יכולים לבחור קומבינציות לינאריות שנותנות פתרונות
 :למשל, ממשים( ) ( )( ) ( )teee ttiti m
 bmb
 mb
 ωωω cos222
 21 −−−+− =+
 ( ) ( )( ) ( )teee ttiti
 imb
 mb
 mb
 ωωω sin222
 21 −−−+− =−
 ) :יה איפואוהפתרון הכללי יה ) tmb
 etAx 2cos −+= φω
 m, עבור ריסון גבוה. ריסון- זה נקרא מצב של תתb
 20 <ω ,הדסקרמיננטה חיוביות ואז:
 ( ) 20
 2
 22 ωα −±−= mb
 mb
 tt :שניהם שליליים ואז, α- פתרונות ל 2מתקבלים BeAex 21 αα −− +=
 במקרה . זה נקרא מצב של ריסון יתר. ללא תנודות, קציה אקספוננציאלית יורדתכ מתקבלת פונ"ובסה
 α-יש רק פתרון אחד ל, הגבולי שבו הדסקרמיננטה מתאפסת : mb
 2−=α
 :הוא x- הפתרון המתאים ל, ואזtm
 b
 eax 2−⋅=
 מסתבר שבמקרה זה גם . כי הוא תלוי רק בפרמטר חופשי אחד, רון הכלליאבל זהו לא הפתtm
 b
 et 2−⋅
 :הוא פתרון כי אם נציב אותו נקבל
 ( ) t
 mbt
 mbt
 mbtt m
 bmb
 mb
 mb
 mb
 etexetexetx 22222 2
 22 ,, −−−−− ⋅+−=′′⋅−=′⋅=
 ) :ואם נציב זאת במשוואה נקבל ) ( ) 0222
 2222 2
 22
 2
 2 =⋅+⋅−+⋅+− −−−−− t
 mbt
 mbt
 mbt
 mbt
 mb m
 bmb
 mb
 mb
 mb
 eteteete
 ) :לכן הפתרון הכללי הוא ) tmb
 eBtAx 2−⋅+=
 :השינוי היחסי באמפליטודה אחרי זמן מחזור הוא. ריסון קריטיזה נקרא מצב של Tm
 b
 e 21 −−
 ωכאשר π2=T.
 :אזי השינוי היחסי באנרגיה הוא, באמפליטודה ריבועיתמאחר שהאנרגיה T
 EE m
 b
 e−∆ −=1
 Tm>>1, עבור ריסון נמוךb ,ואז ניתן לקרב: Te m
 bTmb
 −=− 1
 Tm :ונשארb
 EE =∆
 bT :של המערכת Q-הגודל ההפכי לזה נקרא ערך הmQ =
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 .גבוה מאוד Q, עבור ריסון נמוך מאוד
 תנועה הרמונית מרוסנת ומאולצת
 יה שהלכה לאיבוד בריסון מפעילים על המערכת כח חיצונילפעמים על מנת להחזיר את האנרג
 tFF mext ωcos=
 :ואז המשוואה הדיפרנציאלית מקבלת את הצורה
 txtFkxbmF m
 F
 mk
 dtdx
 mb
 dt
 xdmdt
 dx
 dt
 xd m ωω coscos 2
 2
 2
 2
 =++⇒+−−==
 m :של הכח החיצוני אין שום קשר לתדירות העצמית של המערכת ללא ריסון ω- לk=2
 0ω
 ) :′ω- לתדירות עם ריסון שאותה נסמן עכשיו ב או )22
 20
 2mb−=′ ωω
 או x-זו נקראת משוואה דיפרנציאלית לא הומוגנית כי באגף ימין מופיע איבר שאינו תלוי ב
 tBtAx :ננסה פתרון מהצורה. בנגזרותיו ωω cossin +=
 tBtAdt :מכאןdx ωωωω sincos −=
 tBtAdt
 xd ωωωω cossin 222
 2
 +−=
 :אם נציב זאת במשוואה נקבל
 ttBtAtBtAtBtA m
 F
 mk
 mk
 mb
 mb m ωωωωωωωωωωω coscossinsinsincossin 22 מאח−−+−++=
 :צריך להתאפס tωsinאזי סכום המקדמים של tר שזה צריך להתקיים לכל
 ABBAABA bm
 mb
 mk
 mb )()(0 2
 022
 022 ωωωωωωω ω −=−⇒−=−⇒=+−−
 m-באגף שמאל צריך להיות שווה ל tωcosוסכום המקדמים של Fm:
 mF
 mb
 mF
 mk
 mb mm ABBAB =+−−⇒=++− ωωωωω )( 2
 022
 :נקבל, ממה שקיבלנו קודם לכן −Bואם נציב כאן את
 ( )[ ] ( )[ ] ωωωωωωωω bFbmAA mmF
 mb
 bm m =+−⇒=+− 2222
 0222
 02
 ) :נסמן ) 2220
 222 ωωω bmG +−=
 ) :והתקבל )20
 222 ωωω −−== mBbA
 G
 F
 G
 F mm
 ) :לכן )[ ] 24
 2222
 02222
 G
 F
 G
 F mm bmBA =+−=+ ωωω
 φφ :כך ש φלכן אפשר להגדיר זוית sincos GF
 GF mm BA −==
 :כלומר( )
 ωωωφ b
 mAB
 20
 2
 tan −− ==

Page 160
						

למהנדסים' פיזיקה א -90- א"אוניברסיטת ת
 'בחלק הפקולטה להנדסה
 ) :ואז ) ( )φωφωφω −=−= tttx GF
 GF mm sinsincoscossin
 אלא שהפעם בניגוד למקרה של תנועה , קיבלנו בתור פתרון תנועה הרמונית עם אמפליטודה קבועה
 י "האמפליטודה והפזה אינם פרמטרים חופשיים שיכולים להקבע ע - אילוץ הרמונית ללא ריסון וללא
 בשפה של משוואות דיפרנציאליות אומרים שקיבלנו פתרון ). t=0-מיקום ומהירות ב(תנאי ההתחלה
 אולם מסתבר שאנו יכולים להוסיף לפתרון . בניגוד לפתרון הכללי שקיבלנו במקרים קודמים, פרטי
 הפרטי שקיבלנו את הפתרון הכללי שקיבלנו אם הפתרון הכללי שקיבלנו קודם לכן במקרה של תנועה
 ) :מרוסנת ) ( )φωφω ′−′+−=−
 tAetx t
 GF m
 bm cossin 2
 הזה חזרה במשוואה הדיפרנציאלית אז התרומה של התוספת באגף x- זאת מאחר שאם נציב את ה
 02 :י התוספת פותרת את המשוואהכ( 0שמאל תהיה
 2
 =++ xmk
 dtdx
 mb
 dtxd.(
 . המשוואה תתקיים גם לגבי הפתרון עם התוספת, כלומר, את מה שיתאים באגף ימין רקנקבל , ולכן
 התרומה , רב אחרי זמן, עם זאת. הם שרירותיים φ-ו Aהתוספת הופכת את הפתרון שלנו לכולל כי
 הפתרון המקורי נקרא פתרון , לכן. ואנו נשארים רק עם הפתרון המקורי 0-של התוספת דועכת ל
 .סטציונרי והתופסת נקראת פתרון טרנזיינטי
 שהאמפליטודה תלויה בתדירות התנועה שהיא תדירות , מה שמאפיין את הפתרון הסטציונרי הוא
 . 0ω-קרוב ל ωמינימלי וזה קורה עבור Gהאמפליטודה מקסימלית עבור . המקור המאגף אותה
 ,G→0רזוננס אזי במצב של k→0בגבול שבו . )תהודה(רזוננס מצב כזה נקרא מצב של
 :הרזוננסהערך המדויק של תדירות . ית אינסופיתוהאמפליטודה נהי
 ( ) 0222 220
 222 =+⋅−⋅= bmGdd ωωωωω
 m :לכןb2
 20
 2 2
 −=ωω
 .של המערכת לתדירות העצמית רזוננסכך מתקרבת תדירות ה, קטן יותר b-ככל ש
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 גרביטציה
 מבוא היסטורי
 . ם ליפול ארצה לבין התנועה של כוכבי הלכתפעת הנטייה של גופיולפני ניוטון לא קישרו בין ת
 , השמש והירח היה תלמי, הראשון שניסה להסביר בצורה רצינית את הקינמטיקה של כוכבי הלכת
 הירח וכוכבי הלכת סובבים , במאה השנייה לספירה נטען שהארץ נשארת קבועה ואילו השמש
 הוא פחת תיאוריה לפיה , פתומאחר שזה לא כל כך התאים לתוצאות המדידות שהיו בתקו. סביבה
 .כל כוכב לכת נע במעגל ומרכז המעגל הזה נע מסביב לכדור הארץ במעגל
 את התיאוריה ההליוצנטרית שלפיה כל כוכבי הלכת כולל כדור סהציע קופרניקו 16-רק במאה ה
 אבל היא עדיין , זה נתן תמונה הרבה יותר פשוטה של התנועה. הארץ נעים במעגלים סביב השמש
 .א הייתה מדויקתל
 הוה היה . ערך האסטרונום טיכו ברהה מדידות מדוייקות של מסלולי כוכבי הלכת 16 - בסוף המאה ה
 הטלסקופ הראשון הומצא בשנת (אחד האסטרונומים האחרונים שעדדין לא השתמשו בטלסקופ
 הוא גילה את ו, יוהנס קפלר, את הנתונים שהוא מדד ניתח האסיסטנט שלו). י גליליאו גלילי"ע 1609
 :החוקים הבאים בהקשר לתנועה של כוכבי הלכת
 כל כוכבי הלכת נעים במסלולים אליפטיים כאשר השמש נמצאת באחר מהמוקדים של האליפסה
 ).חוק המסלולים(
 ).חוק השטחים(הקו המחבר את כוכב הלכת עם השמש מתאר שטחים שווים בזמנים שווים
 ת מסביב לשמש פרופורציוני לחזקה השלישית של המרחק ריבוע זמן המחזור של כל כוכב לכ. ג
 ).חוק המחזורים(הממוצע של הכוכב מהשמש
 חוקי קפלר הראו שהתורה של קופרניקוס מתארת את מסלולי כוכבי הלכת בצורה הרבה יותר
 פשוטה מהתורה של תלמי וגם גליליאו תמך בהתלהבות בתורה של קופרניקוס ואף שילם על כך
 .עד ניוטון לא היה לחוקי קפלר שום הסבר, תעם זא. בחייו
 נראה תחילה מהו חוק הגרביטציה של ניוטון ואז נראה כיצד הוא מסביר את כוח המשיכה שאנו
 .חשים על פני כדור הארץ ואת חוקי קפלר המתארים את תנועת כוכבי הלכת סביב השמש
 חוק הגרביטציה של ניוטון
 2 :י הנוסחה הבאה"נתון ע 2m-ו 1m הכוח בין שתי מסות נקודתיות21
 r
 mmGF =
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 הכוון של . קבוע אוניברסלי הוא קבוע הגרביטציה שהוא G- הוא המרחק בין שתי המסות ו rכאשר
 מבחינה ווקטורית אנו יכולים לרשום . וזהו כוח משיכההכוח הוא לאורך הקו המחבר בין שתי המסות
 2מפעיל על חלקיק 1שהכוח שחלקיק 1221הוא ˆ212
 21 rGFr
 mm−=r
 12rכאשר ,r
 הוא הווקטור המחבר את
 .הוא ווקטור יחידה בכוונו 12r-ו 2לחלקיק 1 חלקיק
 2הגודל של קבוע הגרביטציה הוא
 211106720.6kgNmG י הלורד "המדידה הראשונה שלו נעשתה ע =⋅−
 Cavandish יש בהם שני כדורים . מאזני קוונדיש: באמצעות מכשיר שנקרא על שמו 1798בשנת
 שמחוברים במוט דק mמחוברים דרך מוט לציר ושני כדורים קטנים במסה Mגדולים עם מסה
 ברגע שמביאים את הכדורים הגדולים בסמוך לקטנים . על החוט הזה יש מראה. שמלוי על חוט קוורץ
 זר הם מושכים אותם וגורמים למומנט פיתול על החוט וכתוצאה מכך יש סטייה של אור המוח
 אך מצידם השני ואז יש סטייה של , כך מביאים את הכדורים הגדולים בסמוך לקטנים- אחר. מהמראה
 .האור לכוון השני
 .Gאפשר לחשב את , מאחר שהמסות והמרחקים ביניהם ידועים
 ידי התפלגות מסה כדורית-כוח הגרביטציה שנגרם על
 אולם אנו רוצים להשתמש בו גם עבור מסות לא , סות נקודתיותאת חוק הגרביטציה ניסחנו לגבי מ
 למעשה כבר השתמשנו בו בתיאור מאזני . כמו למשל כדור הארץ, נקודתיות עם סימטרייה כדורית
 קוונדיש שם המרחק בין הכדורים אינו גדול ביחס לרדיוסם ולכן הם לא ניתנים לקרוב כמסות
 .נקודתיות
 ילה קליפה כדורית ברדיוס נחשב את כוח הגרביטציה שמפע
 r ועוביt ,כך ש -rt כפי שהוא מופעל על חלקיק , >>
 לשם כך נסתכל על חלק של השכבה . mבמסה P נקודתי
 θθ-ל θשנמצא בזוית בין d+ . זוהי בעצם טבעת בעובי
 θd . הכוח שהיא מפעילה על המסה בנקודהP חייב להיות
 נפח . כוח משיכה בכוון מרכז הטבעת כי הכוח הניצב לו חייב להתאפס בגלל הסימטרייה של הטבעת
 θθπ הטבעת הוא drtrdV ⋅⋅= sin2 כיθdr θπ-הוא עובייה ו t, הוא רוחבה ⋅ sin2 r הוא היקפה .
 θθϕπϕלכן מסתה היא drtdVdM ⋅== sin2 :הוא Pוהכוח שהיא מפעילה על 2
 αϕπα θθ cos2cos 22sin2
 xd
 xmdM mrGtGdF ⋅==
 θα : אזי, ממרכז הכדור Pאת המרחק של R- אם נסמן ב cossin rxR +=
 x :ולכןrR θα coscos −=
 cos2222(1) :ממשפט הקוסינוסים, נוסף לכך θRrrRx −+=
 P
 x
 αθ
 rθsinr
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 R :ולכןxrRr 2
 222
 cos −+=θ
 ) :ומכאן ) RxxrR
 RxrR
 x R 221 222222
 sin +−−+ =−=α
 θθ )1(-וכמו כן מתקבל מ dRrxdx ⋅= sin22
 ) :ולכן יוצא )dxmrGtdFx
 rRR
 mrGtRx
 xrRrRxxdx 12 2
 22
 2
 222
 2 2222 +== −+− ϕπϕπ
 :ומכאן
 ( ) [ ]
 [ ]( ) ( )
 22
 2
 2
 2222
 2
 22
 22
 22
 2
 4
 1
 RMm
 R
 mtr
 R
 mrGt
 rRrR
 rRrR
 R
 mrGt
 rR
 rRxrR
 R
 mrGtrR
 rRx
 rRR
 mrGt
 GGrRrRrR
 rRrR
 xdxF
 ==+−+++−=
 =+−+++−=
 =+−=+=
 −−
 +−
 +
 −−
 +
 −
 −∫
 ϕπϕπ
 ϕπ
 ϕπϕπ
 ϕπכאשר trM זהו בדיוק אותו כוח שהיינו מקבלים אילו כל המסה הייתה . היא מסת הקליפה =24
 יש לבצע xאזי את האינטגרציה של , >rRכלומר , אם נמצאים בתוך הכדור. מרוכזת במרכז הכדור
 Rrבין Rr - ל − .תמיד חיובי xכי +
 ) :קיים ) [ ] ( ) 0122
 2
 22
 =+−−−+++−=+−=++
 −
 +
 −
 −−∫ RrrRRrrRxdxRr
 Rr
 Rr
 Rrx
 rRx
 rR
 אם יש לנו כדור ואנו . אפסכוח הגרביטציה בתוך קליפה כדורית אחידה מת, כלומר. F=0ולכן
 אז כוח הגרביטציה הוא סכום הכוחות של כל הקליפות הכדוריות שמרכיבות , נמצאים מחוץ לכדור
 2Rכל קליפה כזו תורמת כוח של . אותוmdMG כאשרdM כ סכום "בסה, הוא מסת הקליפה ולכן
 2Rהכוחות הוא MmG .ילו כל מסת הכדור אכלומר שוב הכוח השקול הוא אותו כוח שהיה מתקבל כ
 . הייתה מרוכזת במרכז הכדור
 Rrאפשר לחלק אותו לקליפות כדוריות שעבורן ? מה קורה כאשר נמצאים בתוך הכדור >
 )R ולקליפות הכדוריות , תורמות לכוח הגרביטציה והן לא) הוא המרחק ממרכז הכדור שבו נמצאים
 Rrשעבורן אז כוח , את צפיפות הכדור ϕ- אם נסמן ב. והן כן תורמות לכוח הגרביטציה >
 2R :הגרביטציה יהיהmMGF −′−=
 Mכאשר ϕπ :של הכדור וקיים הוא מסת הקליפות הפנימיות ′ 334 RM =′
 kRmRGF :ולכןR
 mRG −=−=−= ϕπϕπ34
 34
 2
 3
 מנהרה לאורך הקוטר של כדור הארץ דרך , למשל, אם אנו חופרים, לכן. R-ומתקבל כוח לינארי ב
 היא תבצע תנועה, ליפול לתוך המנהרה mמרכזו ונותנים למסה
 πρω רמונית בתדירות זויתיתה Gmk
 34==
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 Gρ ולכן זמן המחזור יהיהπ
 Gπππ
 ωπΤ 3
 4342 2
 ===
 2 , ואם נציב כאן
 2111067.6kgNmG −⋅=
 3
 31051.5m
 kg⋅=ρ
 min8.845064311 :קבלנ 1051.51067.63 ===
 ⋅⋅⋅ − sT π
 תאוצת הכובד
 ולכן , ארץ היתה מרוכזת במרכזכח הכובד זהה לזה שהיה אילו כל מסת כדור ה, על פני כדור הארץ
 gmF :הוא שווה לR
 GnM == 2
 2R :לכן. הוא רדיוס כדור הארץ RכאשרGMg =
 אפשר לקבל ערך עבור , וכן קל למדוד באופן יחסי את רדיוס כדור הארץ, קל למדודgמאחר שאת
 ) :דור הארץהמסה של כ ) kgM GgR 24
 1067.6
 1037.68.9 1096.511
 262
 ⋅=== −⋅
 ⋅⋅
 :ומכאן ניתן לקבל ערך עבור הצפיפות הממוצעת של כדור הארץ
 ( ) 3
 336
 34
 24
 334
 105.51037.6
 1096.5m
 kg
 R
 M⋅=
 ⋅
 ⋅==
 ππρ
 ומכאן מסיקים שפנים כדור הארץ כולו , זה יותר גבוה מצפיפות שכבת הסלע שעל פני כדור הארץ
 3 כמו למשל ברזל שצפיפותו, חומר עם צפיפות יותר גבוהה
 3109.7m
 kg⋅.
 דבר . רביטציה של ניוטון נובע באופן ישיר שהמסה הגרביטציונית והמסה האינרציטלית זהותגמחוק ה
 9105זה נבדק לדיוק יחסי של את הזהות . Eotvosעל ידי הפיסיקאי ההונגרי 1909עוד בשנת ⋅−
 אם אנו נמצאים בקופסא סגורה איננו : הזו מבינים על עקרון האקויולנטיות שאומר את הדבר הבא
 שבה יש כוח גרביטציה למשל עם , יכולים להבחין בין מצב שבו אנו נמצאים במערכת אינרציאלית
 gתאוצת גרביטציה קבועה r
 לבין מצב שבו אין כוח גרביטציה אבל המערכת שלנו היא לא ,
 gלמשל התאוצה קבועה , אינרציאלית ומואצתr
 במקרה השני אנו יודעים שאנו חשים בכוח . −
 gm-פיקטיבי השווה לr
 ויש , וזה בדיוק אותו הכוח שאנו חשים במקרה שהמערכת היא אינרציאלית,
 gבה גרביטציה שגורמת לתאוצה r
 לכל מערכת בעוד שעקרונות הפיסיקה הקלאסית הם נכונים.
 איינשטיין הרחיב זאת גם למערכת לא אינרציאלית אבל הוא היה צריך להכניס לצורך כך , אינרציאלית
 .את הגרביטציה
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 יותר g-יותר גדול וRכי אז , תלוי בגובה מעל פני כדור הארץ שבו מודדים אותו g ,באופן מעשי
 3-גדול ב km10 ,Rבגובה שבו טסים מטוסי הנוסעים שהוא , למשל. קטן637010 1057.1 ביחס =⋅−
 2031.01014.32 :לגודלו בגובה פני הם ולכן 3
 sm
 rr
 gg g =∆⇒⋅−=⋅−= −∆∆
 .וזהו שינוי שניתן למדוד אותו
 g רוחב מאחר שכדור הארץ קצת יותר פחוס בקטבים מאשר בקו המשווה בגלל הכוח תלוי גם בקו ה
 -הרדיוס בקו המשווה גדול מהרדיוס בקוטב ב. הצנטריפוגלי הפועל עליו עקב סיבובו סביבי צירו
 km21 . כתוצאה מכך ככל שמתקרבים לקו המשווהg קטן.
 לית גרביטציוניתאנרגיה פוטנציא
 2כוח הגרביטציה בין שתי מסות הוא כוח משמר כי צורתו היא ˆ
 r
 r 2 :וכבר ראינו שˆ1
 rr
 r =⋅∇r
 ) :לכן ניתן להגדיר אנרגיה פוטנציאלית בתור ) rGmMrU −=
 אחר היא שלילית כי ככל rולכן לכל , r=∞- שהיא מתאפסת ב, האנרגיה הפוטנציאלית מוגדרת כך
 משתמשים גם המושג . היכולת של כוח הגרביטציה לבצע עבודה קטנה ,שמקרבים את שתי המסות
 :על יחידת מסה Mשהוא האנרגיה הפוטנציאלית שגורמת המסה , של פוטנציאל גרביטציוני
 ( ) ( )r
 GMm
 rUrV −==
 EmvconstEKU :משימור אנרגיה נובע rGmM =+−⇒==+ 2
 21
 כאשר היא נעה כתוצאה מכח mובצורה כזו ניתן לחשב את המהירות לאורך המסלול של המסה
 .M שמפעילה עליה המסה, הגרביטציה
 יא המהירות שישי להקנות לקליע על שה, אפשר לחשב למשל את מהירות הבריחה מכדור הארץ
 כי במרחק אינסופי , E=0זה קורה כאשר . ולא יתפס למסלול סביבו, מנת שיתרחק מכדור הארץ
 R :לכן. 0יהיה לפחות Kאנו דורשים ש U=0 שבוGM
 RGmM vmv 22
 21 0 =⇒=+−
 gRg :אפשר להציב. הוא רדיוס כדור הארץ Rכאשר RGM
 RGM =⇒= 2
 s :ויוצאkm
 smgRv 2.11112001037.68.922 6 ==⋅⋅⋅==
 מולקולות המימן , למשל, למהירות הבריחה יש חשיבות מבחינת הרכב האטמוספירה בכדור הארץ
 האטמוספירה של כדור , לכן. מכדור הארץוהן יכולות לברוח , היא גבוהה, לכן, הן קלות ומהירותן
 ולכן יש בה הרבה , לשמש יש מהירות בריחה הרבה יותר גבוהה, לעומת זאת. הארץ לא מכילה מימן
 .ולכן אין לו כמעט אטמוספירה, לירח יש מהירות בריחה מאוד קטנה). בה מימןרו - למעשה (מימן
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 מסלול של כוכבי לכת ולווינים
 . כוכב לכת מסביב לשמש או לווין מסביב לכדור הארץ הוא מסלול מעגלי המסלול הפשוט ביותר של
 rmr :במקרה כזהmv
 rGmM 22
 2 ω==
 2 :ולכן
 2
 rGM=ω
 ωזמן המחזור , מצד שניπ2=T 2ולכןT 3- יוצא פרופורציוני לr.
 אמנם מסלול כוכבי הלכת איננו בדיוק מעגלי אלא . החוק השלישי של קפלר -חזורים זהו חוק המ
 . אבל בקירוב אפשר להסתכל עליו בתור מעגלי ולדבר על הרדיוס הממוצע של האליפסה, אליפטי
 :מבחינה אנרגטית קיים
 rGmM
 rGmM
 rGmM
 rGmM
 rGmM
 rGmM KrmmvE 222
 22212
 21 =⇒−=−=−=−= ω
 הכל תלוי בכיוון השיגור , ו אליפטיאם אנו משגרים לווין מכדור הארץ הוא יכנס למסלול מעגלי א
 אם מקנים לו את מהירות הבריחה הוא ינוע במסלול פרבולי . ובמהירות ההתחלתית שמקנים לו
 כלומר מהירות גדולה ממהירות הבריחה הוא , אם מקנים לו אנרגיה חיובית. ויתרחק מהארץ לאינסוף
 ההוכחה . מפטותית לקו ישרינוע במסלול היפרבולי ויתרחק מכדור הארץ כשמסלול שואף אסי
 .מסובכת מדי
 השדה הגרביטציוני
 בכל נקודה . mואז אפשר לדבר על הכוח שהיא מפעילה על מסות שונות Mנניח שנתונה מסה
 rGיפעל עליה כוח גרביטציוני , mאם נשים מסה , במרחבr
 Mm אפשר לדבר על הכוח שפועל על . −2ˆ
 rGg: יחידת מסה ולהגדיר זאת בתור שדה גרביטציוניrM
 mF ˆ2−==rr
 אפשר . זוהי דוגמא לשדה וקטורי.
 נקודתית או בעלת סימטריה כדורית אלא כל קומבינציה Mלחשב שדה גרביטציוני לא רק של מסה
 .אחרת של מסות
 פיתוח מפורט - מסלולים של כוכבי לכת
 ובכל מקרה כזה אפשר לרשום את חוק שימור r-האנרגיה הפוטנציאלית תלויה רק ב, כפי שראינו
 ) :האנרגיה בצורה ) ErUmv =+221
 θθ :את המהירות כדאי לבטא בקואורדינטות פולריות ˆˆ &&r
 rrrv +=
 ) :ולכן יוצא ) ErUmrrm =++ 22212
 21 θ&&
 θθ :אפשר לאמר, מצד שני&&
 &
 drdr =
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 ) :ולכן יוצא )[ ] ( )( ) (1)2222
 mrUE
 ddr r −=+ θθ
 &
 θ&2mrL :גם התנע הזויתי הוא קבוע של התנועה, מצד שני =
 2mr :ומכאן נובעL=θ&
 ) :נקבל) 1(ואם נציב במשוואה )[ ] ( )( ) (2)22242
 2
 mrUE
 rmL
 ddr r −=+θ
 )התקבלה משוואה דיפרנציאלית עבור )θr נוכיח עכשיו שמסלול אליפטי . שהיא משוואת המסלול
 פותא את המשוואה הזו ונמצא את הקשרים בין הפרמטרים של
 .Gוקבוע הגרביטציה E ,m ,Lהאליפסה לבין הקבועים הפיזיקליים
 12 :משוואה של אליפסה ביחס למרכזה
 2
 2
 2
 =+b
 y
 ax
 הוא מרחק נקודה rכאשר , θ-ו rאולם אנו רוצים לבטא זאת באמצעות
 εכאשר , εaקד ממרכז האליפסה הוא מרחק המו. על המסלול מהמוקד
 .היא האקסצנטריות של האליפסה
 ) :כמו כן קיים )222 1 ε−= ab
 ) :לכן אפשר לרשום את משוואת האליפסה בצורה ) ( )( ) 122
 2
 2
 2
 1
 sincos =+−
 +
 ε
 θεθ
 a
 r
 a
 ar
 ) :ומכאן )( ) ( )222222222 1sin1cos2cos εθεεεθθ −=+−++ araarr
 ) :ולכן ) ( ) ( )2222222222 111cos2cos εεεεθεθε −=−+−+− aararr
 ) :או ) ( ) ( ) 011cos2cos1 222222 =−−−+− εεθεθε arar
 :ומכאן( ) ( )( ) ( )
 θεε
 θε
 θεε
 θε
 θεθεθεε
 cos11
 cos1
 cos11
 cos1
 cos1coscos1 2
 22
 2
 22
 22222
 +−
 −
 −−
 −
 −+±−−
 === aaa
 r
 :לכן( ) ( )( )1coscos1
 22 111 −=⇒+= −−r
 ar
 a εε
 ε θθε
 :נקבל θואם נגזור את שני האגפים לפני ( ) θεθ
 ε sin2
 21 −=−ddr
 r
 a
 ) :ולכן ) ( )222
 224
 1
 sin2
 ε
 θεθ −
 =a
 rddr
 ) :נקבל) 2(ואם נציב זאת במשוואה )( )( )
 mrUE
 rmL
 am
 L −
 −=+ 2
 1
 sin22
 2
 2222
 222
 ε
 θε
 :מצד שני( ) ( )( )11cos1sin
 2
 2
 22
 2
 121122 +−−=−= −−r
 a
 r
 a εε
 εθθ
 2המקדמים של , rאנו מציבים זאת במשוואה שמעליה ועל מנת שהיא תתקיים לכל 1r
 ,rוהאיבר 1
 .צריכים להיות שווים בשני האגפים r-שאינו תלוי ב
 2לגבי האיבר 1r
 ) :יוצא )( ) 02
 2
 222
 222
 1
 1 =+−−
 −
 mL
 m
 L
 ε
 ε
 y
 xθ
 r
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 rלגבי האיבר :יוצא 1
 ( )( )
 ( ) GMmrrU
 am
 aL 22
 1
 122222
 22
 == ⋅−
 −
 −
 ε
 ε
 ) :ומכאן )222 1 ε−= aGMmL
 .εוהאקסצנטריות aהתקבל קשר בין הרדיוס הגדול , כלומר
 r-לגבי האיבר שאינו תלוי ב : ( )
 ( ) ( )22
 2
 2222
 22
 122
 1
 1
 εε
 ε−−
 − −=⇒=ma
 LmE
 am
 L E
 a :נקבל, ממה שקיבלנו קודם לכן 2Lואם נציב את GMmE 2−=
 L- ו Eמתקבלת נוסחה לאקסצנטריות מתוך , וכמו כן : Ema
 L2
 2
 2
 21 −=−ε
 dt :קיים, כפי שראינוdA
 dtd mmrL 22 == θ
 .י הקו המחבר את המוקד עם מסלול החלקיק"הוא השטח המכוסה ע Aכאשר
 m :לכןLT
 mL
 dtdA dt 22 == ∫
 22 :מצד שני. הוא זמן המחזור Tכאשר 1 εππ −== aabA
 ) :לכןו ) ( ) 2
 4
 1
 4
 2422
 22
 2
 22
 1 Tam
 aGMm
 mTL εεπ −==−
 2 :ולכן יוצא4132 GMTa =π
 .ומכאן מתקבל חוק המחזורים
 אלא שאז אין זו ε<1היא יכולה להיות חיובית רק עבור . אנו רואים גם שהאנרגיה יוצאת שלילית
 .מקבלים פרבולה) 0אנרגיה ( ε=1עבור . אליפסה אלא היפרבולה
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