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στα Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ λυκείου
 επιμέλεια: Δημήτρης Ρουμελιώτης

Page 2
						

ισότητα μιγαδικών
 Σε ισότητες μεταξύ μιγαδικών φέρουμε και τα δύο μέλη στη μορφή α + βi και εξισώνουμε μεταξύ τους τα πραγματικά και τα φανταστικά μέλη , χρησιμοποιώντας την ιδιότητα:
 𝑧 = 𝑤 ⟺ 𝑅𝑒 𝑧 = 𝑅𝑒(𝑤)
 𝐼𝑚 𝑧 = 𝐼𝑚(𝑤)
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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Προσοχή επίσης στις ιδιότητες:
 𝑅𝑒 𝑧 ± 𝑤 = 𝑅𝑒 𝑧 ± 𝑅𝑒 𝑤
 𝐼𝑚 𝑧 ± 𝑤 = 𝐼𝑚(𝑧) ± 𝐼𝑚(𝑤)
 Δεν ισχύουν αντίστοιχες ιδιότητες στην διαίρεση και τον πολλαπλασιασμό μεταξύ μιγαδικών.
 πολύ χρήσιμες είναι και οι σχέσεις:
 𝑧 + 𝑧 = 2𝑅𝑒 𝑧 = 2𝑅𝑒 𝑧
 𝑧 − 𝑧 = 2𝐼𝑚 𝑧 𝑖 = −2𝐼𝑚 𝑧 𝑖
 𝑧𝑤 + 𝑧 𝑤 = 2𝑅𝑒 𝑧𝑤 = 2𝑅𝑒(𝑧 𝑤)
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Δυνάμεις:
 Δυνάμεις του i :
 iν = i4κ+υ =iυ = …. , με υ = 0 , 1 , 2 , 3.
 Τα κ , υ είναι το πηλίκο και το υπόλοιπο αντίστοιχα της διαίρεσης του ν με το 4.
 π.χ.
 𝑖2012 = 𝑖0 = 1
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δυνάμεις του i αν 𝑖𝑣 = 1 ⟺ 𝑣 = 4𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑍
 αν 𝑖𝑣 = 𝑖 ⟺ 𝑣 = 4𝑘 + 1 , 𝑘 ∈ 𝑍
 αν 𝑖𝑣 = −1 ⟺ 𝑣 = 4𝑘 + 2 , 𝑘 ∈ 𝑍
 αν 𝑖𝑣 = −𝑖 ⟺ 𝑣 = 4𝑘 + 3 , 𝑘 ∈ 𝑍
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Δυνάμεις μεικτών μιγαδικών Αν πρέπει να υπολογίσουμε άρτιες ή περιττές
 δυνάμεις μεικτών μιγαδικών δηλ.
 (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑣 Τότε υπολογίζουμε πρώτα το (𝑎 + 𝑏𝑖)2
 ή το (𝑎 + 𝑏𝑖)3
 ανάλογα αν ο ν είναι πολλαπλάσιο του 2 ή του 3 γιατί ίσως το αποτέλεσμα είναι πραγματικός ή φανταστικός αριθμός
 π.χ. (2 + 2𝑖)120= 2120[ 1 + 𝑖 2]60 = 2120(2𝑖)60 = ⋯
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Μέτρο μιγαδικού αριθμού
 Αν z = a + bi τότε 𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2
 Σε αλγεβρικές παραστάσεις που περιέχουν μέτρα μιγαδικών αριθμών πολλές φορές υψώνουμε και τα δύο μέλη στη δεύτερη δύναμη και χρησιμοποιούμε την ιδιότητα:
 𝑧 2 = 𝑧 ∙ 𝑧 προκειμένου να ‘’φύγουν’’ τα μέτρα.
 s o s : 𝑧 = 𝑧 = −𝑧 = −𝑧
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πολύ σημαντική ιδιότητα:
 Η ιδιότητα 𝑧 2 = 𝑧 ∙ 𝑧
 χρησιμοποιείται για να αντικαθιστούμε τον συζυγή του z από τον z ή αντίστροφα, όπου χρειάζεται , δηλαδή:
 𝑧 = 𝑝 ⟺ 𝑧 2 = 𝑝2⟺ 𝑧 ∙ 𝑧 = 𝑝2⟺𝑧 =
 𝑝2
 𝑧
 𝑧 =𝑝2
 𝑧
 • άθροισμα τετραγώνων: 𝛼2 + 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏𝑖)(𝑎 + 𝑏𝑖)
 όπου a, b πραγματικοί .
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διάταξη μιγαδικών
 Στους μιγαδικούς δεν υπάρχει διάταξη,
 άρα δεν έχουν νόημα οι ανισώσεις μεταξύ μιγαδικών αριθμών .
 Έτσι αν : 𝑥 + 𝑦𝑖 < 𝑎 + 𝑏𝑖
 τότε αυτό σημαίνει ότι y = b = 0 και x < a .
 Υπάρχουν όμως ανισώσεις με μέτρα μιγαδικών
 όπου ισχύουν όλες οι μέθοδοι των ανισώσεων
 στους πραγματικούς αριθμούς.
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Πράξεις μιγαδικών Σε πράξεις με μιγαδικούς καλό είναι να μην
 έχουμε μιγαδικούς σε παρονομαστή. Γι’ αυτό το λόγο κάνουμε πρώτα τις διαιρέσεις μεταξύ μιγαδικών.
 Καλό είναι αρκετές φορές να ‘’προχωρούμε’’ τις πράξεις μεταξύ μιγαδικών πριν τους θέσουμε στην κανονική μορφή τους α + βi .
 Μπορούμε να εφαρμόσουμε όλες τις γνωστές ταυτότητες στις πράξεις μιγαδικών.
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Αντισυζυγείς: Είναι οι αριθμοί α – βi και β + αi
 όπως επίσης και οι α + βi και β – αi .
 Ισχύει ότι : β + αi = i(α – βi)
 Ιδιαίτερα χρήσιμη ιδιότητα σε μέτρα, δυνάμεις
 μιγαδικών και γεωμετρικούς τόπους !!!
 π.χ. (2 + 3𝑖)3𝑣+(3 − 2𝑖)3𝑣= (2 + 3𝑖)3𝑣+[−𝑖 2 + 3𝑖 ]3𝑣=
 = 2 + 3𝑖 3𝑣 1 + −𝑖 3𝑣 =………..
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Εξισώσεις μιγαδικών Σε μία οποιαδήποτε εξίσωση του μιγαδικού z
 μπορούμε να θέσουμε z = x+yi και να υπολογίσουμε τα x, y , ειδικά αν η εξίσωση περιέχει εκτός από τον z και τον συζυγή του ή το μέτρο του.
 Αν η εξίσωση είναι πολυωνυμική ως προς z με βαθμό μεγαλύτερο από 2 κάνουμε παραγοντοποίηση στο 1ο μέλος (Horner) και καταλήγουμε σε ‘’γινόμενο = 0’’.
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2 – βάθμια εξίσωση Για την εξίσωση
 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 , 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅
 με Δ < 0 , οι ρίζες της είναι συζυγείς μιγαδικοί και όπως και στις άλλες περιπτώσεις ( Δ > 0 , Δ = 0)
 έτσι κι εδώ ισχύουν οι τύποι του Vieta ως εξής:
 𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = −𝒃
 𝒂= 𝒛𝟏 + 𝒛 𝟏 = 𝟐𝐑𝐞 𝒛𝟏 =
 = 𝒛𝟐 +𝒛 𝟐 = 𝟐𝑹𝒆(𝒛𝟐)
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και επίσης :
 𝑧1𝑧2 =𝑐
 𝑎= 𝑧1𝑧 1 = 𝑧1
 2 = 𝑧2𝑧 2 = 𝑧22
 και ακόμα : 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 𝑎 𝑧 − 𝑧1 𝑧 − 𝑧2
 = 𝑎(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧 1)
 = 𝑎(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧 2)
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Γεωμετρικοί τόποι Αν θέλουμε να βρούμε το γεωμετρικό τόπο ενός
 μιγαδικού z που ικανοποιεί μία σχέση (Ι) τότε θέτουμε C το γεωμετρικό τόπο , z = x+yi με x, y πραγματικούς και εφαρμόζοντας τον z στη σχέση (Ι) με ισοδυναμίες καταλήγουμε σε μία καρτεσιανή εξίσωση από την οποία καταλαβαίνουμε το είδος του γ.τ. C.
 Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται σε περιορισμούς για τα x, y που μας αναγκάζουν να δεχτούμε περιορισμένο τμήμα της γραμμής C.
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Συνήθεις γεωμετρικοί τόποι Αν 𝑧 = 𝑝 , 𝑝 > 0
 τότε ο γ.τ. του z είναι κύκλος με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα p.
 • Αν 𝑧 − 𝑧𝑜 = 𝑝 , 𝑝 > 0 , 𝑧𝑜 = 𝑎 + 𝑏𝑖
 τότε ο γ.τ. του z είναι κύκλος C με κέντρο το σημείο Κ(a,b) και ακτίνα p.Οι μιγαδικοί z με το μέγιστο και το ελάχιστο μέτρο θα είναι τα σημεία τομής της ευθείας ΟΚ με τον κύκλο C και θα ισχύει ότι :
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μέγιστα - ελάχιστα
 𝑧 𝑚𝑎𝑥 = 𝑧𝑜 + 𝑝 = 𝑂𝐾 + 𝑝
 𝑧 𝑚𝑖𝑛 = 𝑧𝑜 − 𝑝 = 𝑂𝐾 − 𝑝
 Αν 𝑧 − 𝑧𝑜 > 𝑝 τότε ο γ.τ. του z είναι τα
 εξωτερικά σημεία του προηγούμενου κύκλου.
 Αν 𝑧 − 𝑧𝑜 < 𝑝 τότε ο γ.τ. του z είναι τα εσωτερικά σημεία του κυκλικού δίσκου με κέντρο Κ(a,b) και ακτίνα p (χωρίς αυτά της περιφέρειας).
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έλλειψη - υπερβολή
 Αν 𝑧 − 𝑧1 + 𝑧 − 𝑧2 = 2𝑎 , 𝜇𝜀 𝑧1 − 𝑧2 < 2𝑎 τότε ο γ.τ. του z είναι έλλειψη με εστίες τις εικόνες των z1 και z2 και μήκος μεγάλου άξονα ίσο με 2a.
 Αν: 𝑧 − 𝑧1 − 𝑧 − 𝑧2 = 2𝑎 , 𝜇𝜀 𝑧1 − 𝑧2 > 2𝑎 > 0 τότε ο γ.τ. του z είναι υπερβολή με εστίες τις εικόνες των z1 και z2 και απόσταση κορυφών 2a.
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Προσοχή! Αν στην προηγούμενη εξίσωση ‘’λείπει’’ η
 απόλυτη τιμή από το πρώτο μέλος της τότε αυτή παριστάνει τον ένα μόνο κλάδο της υπερβολής (ανάλογα με το πρόσημο του a) (και έτσι μπορεί να αποτελέσει τύπο συνάρτησης και να συνδυαστεί με θέμα ανάλυσης).
 Αν 𝑧 − 𝑧1 = 𝑧 − 𝑧2
 τότε ο γ.τ. του μιγαδικού z είναι η μεσοκάθετη ευθεία (ε) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ όπου Α, Β είναι οι εικόνες των μιγαδικών z1 και z2 .
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Συμμετρία
 οι εικόνες των μιγαδικών 𝑧 , 𝑧 είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x’x.
 Έτσι αν π.χ. ισχύει ότι: 𝑧 − 𝑧1 = 𝑧 − 𝑧 2 αυτό σημαίνει ότι ο γ.τ του μιγαδικού z είναι ο άξονας x’x. • προσοχή στη σχέση :
 𝑖𝑧 + 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑝 > 0 ⟺ 𝑖(𝑧 + 𝑏 − 𝑎𝑖) = 𝑝 ⟺ 𝑖 𝑧 + 𝑏 − 𝑎𝑖 = 𝑝 ⟺ 𝑧 − (−𝑏 + 𝑎𝑖) = 𝑝 που σημαίνει ότι ο γ.τ. του z είναι κύκλος.
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Τριγωνική ανισότητα σημαντική ανισότητα για εύρεση της μέγιστης και
 ελάχιστης τιμής ενός μέτρου μιγαδικού Ισχύει ότι:
 𝑧1 − 𝑧2 ≤ 𝑧1 + 𝑧2 ≤ 𝑧1 + 𝑧2
 το ‘’=‘’ δεξιά , ισχύει όταν οι διανυσματικές ακτίνες των z1 και z2 είναι ομόρροπες.
 το ‘’=‘’ αριστερά, ισχύει όταν οι διανυσματικές ακτίνες των z1 και z2 είναι αντίρροπες.
 αν οι διανυσματικές ακτίνες των z1 και z2 είναι μη συγγραμμικές τότε ισχύουν ‘’καθαρές’’ ανισότητες.
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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τριγωνική ανισότητα 2
 αν στη θέση του z2 τοποθετήσουμε τον αντίθετό του τότε παίρνουμε την ανισότητα:
 𝑧1 − 𝑧2 ≤ 𝑧1 − 𝑧2 ≤ 𝑧1 + 𝑧2
 από την οποία μπορούμε εύκολα να εξάγουμε
 ανάλογα συμπεράσματα με τα προηγούμενα.
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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Συχνό λάθος
 Προσοχή στη χρήση του συμβόλου: ‘’ ⟺ ‘’.
 Δεν είναι σωστό να γράφουμε:
 𝑧 = 𝑤 ⟺ 𝑧 = 𝑤
 αλλά ισχύει:
 𝑧 = 𝑤 ⟹ 𝑧 = 𝑤
 επίσης αν ισχύει ότι:
 𝑧2 + 𝑤2 = 0
 τότε δεν ισχύει κατά ανάγκη ότι: 𝑧 = 𝑤 = 0 !!
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αλληλεξάρτηση μιγαδικών Αν ο μιγαδικός z ικανοποιεί μία σχέση (1) από την
 οποία προκύπτει ότι ο γ.τ. του z είναι η γραμμή C1 και αλληλοεξαρτάται με τον μιγαδικό w με μία σχέση (2) , τότε λύνοντας την (2) ως προς z και αντικαθιστώντας στην (1) προκύπτει ο γ.τ. του μιγαδικού w.
 Προσοχή χρειάζεται στον υπολογισμό της μέγιστης και της ελάχιστης τιμής του μέτρου:
 𝑧 − 𝑤
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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αλληλεξάρτηση μιγαδικών
 • Σε αυτή την περίπτωση αντικαθιστούμε στο
 𝑧 − 𝑤
 τον z από τον w (ή αντίστροφα) και
 χρησιμοποιώντας τριγ. ανισότητα ή κατάλληλη
 συνάρτηση που εκφράζει το μέτρο αυτό,
 υπολογίζουμε τη μέγιστη και ελάχιστη τιμή του !
 ( μπορεί να συνδυαστεί με μονοτονία συνάρτησης)
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός

Page 26
						

z=f(λ) Αν ισχύει ότι 𝑧 = 𝑓 𝜆 , ∀𝜆 ∈ 𝑅 (1)
 και θέλουμε να προσδιορίσουμε το γ.τ. του z τότε στη σχέση (1) λύνουμε ως προς λ και τη φέρουμε στη μορφή: 𝜆 = 𝑔 𝑧 , ∀𝜆 ∈ R
 και τότε :
 𝜆 ∈ 𝑅 ⟺ 𝑔 𝑧 ∈ 𝑅 ⟺ 𝑔 𝑧 = 𝑔 𝑧 ⟺ ⋯
 ή θέτω z=x+yi και βρίσκω εξίσωση μεταξύ των x,y
 χωρίς την παράμετρο λ , από την οποία προσδιορίζω τον ζητούμενο γ.τ.
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και λίγη γεωμετρία…
 οι εικόνες των μιγαδικών 𝑧 , −𝑧 , 𝑧 , −𝑧, ανά τρεις
 σχηματίζουν ορθογώνιο τρίγωνο.
 • οι εικόνες των μιγαδικών 𝑧 , −𝑧 , 𝑧 , −𝑧,
 σχηματίζουν ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.
 • αν ισχύει ότι: 𝑧 + 𝑤 = 𝑧 − 𝑤
 τότε οι εικόνες των z, w και (z+w) και η αρχή των
 αξόνων Ο(0,0) σχηματίζουν ορθογώνιο παραλλη-
 λόγραμμο και οι διανυσματικές ακτίνες των z και
 w είναι κάθετες μεταξύ τους.
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𝑧 ∈ 𝑅 ή 𝑧 ∈ 𝐼
 Για να αποδείξουμε ότι ένας μιγαδικός z είναι πραγματικός τότε:
 τον φέρουμε στη μορφή z=α+βi και δείχνουμε ότι β = 0, ή χρησιμοποιούμε την ισοδυναμία:
 𝑧 ∈ R ⟺ 𝑧 = 𝑧
 • για να δείξουμε ότι ένας μιγαδικός z είναι φανταστικός τότε:
 τον φέρουμε στη μορφή z=α+βi και δείχνουμε ότι α=0, ή χρησιμοποιούμε την ισοδυναμία:
 𝑧 ∈ 𝐼 ⟺ 𝑧 = −𝑧
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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συχνό λάθος
 Συχνό λάθος : 𝑧 2 = 𝑧2 δεν ισχύει γενικά !!!!
 ισχύουν όμως τα εξής : (απόδειξη ???)
 1. 𝑧 2 = 𝑧2⟺ 𝑧 ∈ 𝑅
 2. 𝑧 2 = −𝑧2⟺ 𝑧 ∈ 𝐼
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Συναρτήσεις. Προσέχουμε πάντα τα x για τα οποία ορίζεται μία
 συνάρτηση ή μία συναρτησιακή σχέση. Αν δεν μας δίνονται πρέπει να τα βρίσκουμε.
 Η μονοτονία μιας συνάρτησης αναφέρεται σε κάποιο διάστημα ή σύνολο. Αν γράψουμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, χωρίς να αναφέρουμε το σύνολο στο οποίο αυτό συμβαίνει, τότε θεωρούμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της.
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γραφήματα αν ένα σημείο Μ(α,β) ανήκει στην γραφική
 παράσταση της f τότε αυτό σημαίνει ότι:
 𝑎 ∈ 𝐷𝑓 και f(α) = β .
 Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και –f είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x’x.
 Η γραφική παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y’y ενώ η γραφική παράσταση μιας περιττής συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων.
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άρτια - περιττή
 Το πεδίο ορισμού Α μιας άρτιας ή μιας περιττής συνάρτησης είναι συμμετρικό ως προς το 0 αφού για κάθε x στο Α πρέπει και το -x να ανήκει στο Α.
 Αν f περιττή και ορισμένη στο Α και τότε f(0)=0 όπως προκύπτει για x=0 στη σχέση f(-x)=-f(x).
 αν f είναι άρτια τότε δεν είναι ‘’1-1’’ .
 Αν f είναι περιοδική τότε δεν είναι ‘’1-1’’ .
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Σύνθεση συναρτήσεων σύνθεση των g και f :
 𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓(𝑔 𝑥 )
 𝐷𝑓∘𝑔 = 𝑥 ∈ 𝐷𝑔/𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓
 • σύνθεση των f και g :
 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥
 𝐷𝑔∘𝑓 = 𝑥 ∈ 𝐷𝑓/𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔
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Σχόλια:
 γενικά δεν είναι απαραίτητο να ορίζονται και οι δύο συνθέσεις των συναρτήσεων f και g.
 αν ορίζονται οι 𝑓 ∘ 𝑔 και 𝑔 ∘ 𝑓 τότε δεν
 είναι απαραίτητα ίσες συναρτήσεις.
 • δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες αν :
 𝑓 𝑥 = 𝑔(𝑥) και 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔
 • αν f και g έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας και ορίζεται η σύνθεσή τους τότε αυτή θα είναι
 γνήσια αύξουσα συνάρτηση.
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μονοτονία ? για να μελετήσουμε τη μονοτονία μίας
 συνάρτησης τότε:
 χρησιμοποιούμε τον ορισμό: θεωρούμε δύο τιμές x1 < x2 από το πεδίο ορισμού της και ‘’οικοδομούμε’’ τα f(x1) και f(x2) . Από τη διάταξή τους συμπεραίνουμε τη μονοτονία της f.
 Βρίσκουμε το πρόσημο του λόγου μεταβολής
 𝑓 𝑥2 −𝑓(𝑥1)
 𝑥2−𝑥1
 για δύο τιμές x1 < x2 .
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Προσοχή: Αν η f είναι παραγωγίσιμη τότε χρησιμοποιούμε τα
 θεωρήματα των παραγώγων για μονοτονία. Αν f είναι γνήσια αύξουσα στο διάστημα Δ1 και στο
 διάστημα Δ2 τότε δεν είναι απαραίτητα γνήσια αύξουσα και στο Δ1 U Δ2 .
 Αν 𝑓 𝑥 = 𝑓1 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐴
 𝑓1 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐵 τότε για μονοτονία
 ελέγχω κάθε κλάδο χωριστά και αν η μονοτονία τους είναι ίδια τότε για x1 από το Α και x2 από το Β ελέγχω τη σχέση των f(x1) και f(x2) για να δω αν διατηρείται η μονοτονία και στην ένωση των Α και Β.
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός

Page 37
						

Σύνθεση μονότονων συναρτήσεων
 Αν η f και η g έχουν διαφορετικό είδος μονοτονίας και ορίζεται η σύνθεσή τους, τότε αυτή θα είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση.
 π.χ. αν f γν. φθίνουσα και g γν. αύξουσα και x,y
 τέτοια ώστε x<y τότε:
 𝑥 < 𝑦 ⟺ 𝑓 𝑥 > 𝑓 𝑦 ⟺ 𝑔 𝑓 𝑥 > 𝑔 𝑓 𝑦
 ⟺ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 > (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑦)
 άρα η 𝑔 ∘ 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα.
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Αντίστροφη συνάρτηση
 Αν μία συνάρτηση f είναι ‘’1-1’’ στο σύνολο Α τότε αντιστρέφεται δηλαδή ορίζεται η συνάρτηση f-1 με τις ιδιότητες:
 έχει πεδίο ορισμού την εικόνα του Α μέσω της f δηλαδή το f(A).
 ισχύει ότι 𝑓 𝑓−1 𝑥 = 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝑓(𝐴)
 ισχύει ότι 𝑓−1 𝑓 𝑥 = 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐴
 ισχύει ότι 𝑓 𝑎 = 𝑏 ⟺ 𝑎 = 𝑓−1(𝑏)
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1 -1 για να αποδείξουμε ότι μία συνάρτηση f είναι 1-1
 στο Α τότε για δύο τυχαίες τιμές x1 και x2 στο Α υποθέτουμε ότι : f(x1) = f(x2) και καταλήγουμε στο : x1 = x2 .(προσοχή: OXI ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΑ !!!)
 αν καταλήξω και σε άλλη σχέση, δείχνω ότι είναι αδύνατη.
 • Αν δεν μπορώ να αποδείξω ότι η f είναι 1-1 τότε προσπαθώ να αποδείξω ότι είναι γνήσια μονότονη : είτε με τον ορισμό της μονοτονίας , είτε με χρήση παραγώγων , εάν η f είναι παραγωγίσιμη στο Α.
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Μη Αντιστρεψιμότητα
 Για να αποδείξω ότι μία συνάρτηση δεν είναι αντιστρέψιμη στο Α (άρα ‘’όχι 1-1’’), αρκεί ένα αντιπαράδειγμα: δηλαδή να βρω δύο τιμές α, β από το Α τέτοιες ώστε :
 𝑎 ≠ 𝛽 και 𝑓 𝑎 = 𝑓(𝛽) Αν η f δεν είναι γνησίως μονότονη τότε αυτό δεν
 σημαίνει κατ’ ανάγκη ότι δεν είναι και 1-1 !!!!
 Αν όμως είναι γν. μονότονη τότε είναι και 1-1.
 Αν είναι 1-1 και συνεχής στο Α τότε είναι και γνησίως μονότονη στο Α (απόδειξη ?????)
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μοναδική ρίζα
 Αν η f είναι 1-1 στο Α τότε κάθε εξίσωση της μορφής f(x) = α , έχει το πολύ μία ρίζα στο σύνολο Α, δηλαδή αν βρούμε μία ρίζα τότε αυτή θα είναι και ΜΟΝΑΔΙΚΗ !!!
 (άρα και η γραφική παράσταση της f θα έχει ένα
 μόνο κοινό σημείο με την ευθεία y = α )
 Τη ρίζα αυτή μπορούμε να τη βρούμε είτε με προφανή τρόπο, είτε με υπαρξιακό θεώρημα (Bolzano, Rolle, Θ.Ε.Τ. , σύνολο τιμών…) είτε με Θ.Fermat σε πιο ειδικές περιπτώσεις .
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σχόλια
 Αν η f είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα Α τότε και η f-1 είναι γνήσια μονότονη στο f(A) με το ίδιο είδος μονοτονίας.
 Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των f και f-1 είναι οι λύσεις της εξίσωσης
 𝑓 𝑥 = 𝑓−1(𝑥)
 Αν f είναι γνησίως αύξουσα στο Α τότε η παραπάνω εξίσωση είναι ισοδύναμη με τις:
 𝑓 𝑥 = 𝑥 και 𝑓−1(𝑥)
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δηλαδή αν f είναι γνήσια αύξουσα τότε τα κοινά σημεία της με την f-1 βρίσκονται όλα πάνω στην ευθεία y = x.
 οι Cf και Cf-1 είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία
 y = x .
 Για να βρούμε το πεδίο ορισμού της f-1 βρίσκουμε το σύνολο τιμών της f.
 Για να βρούμε τον τύπο της f-1 θέτουμε y = f(x) σε κατάλληλη σχέση που έχουμε για την f και λύνουμε ως προς x παίρνοντας κατάλληλους περιορισμούς για το y και ελέγχοντας στο τέλος αν η λύση ως προς x ανήκει στο Df .
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Σχετική θέση Cf και Cg Για να βρούμε τα κοινά σημεία των Cf και Cg
 λύνουμε την εξίσωση f(x) = g(x) μέσα στο
 σύνολο D𝑓 ∩ 𝐷𝑔 και τις λύσεις x (τετμημένες
 των κοινών σημείων) τις βάζω στην f(x) ή στην g(x) και υπολογίζω και τις τεταγμένες.
 Για να βρούμε πότε η Cf βρίσκεται πάνω από την Cg λύνω την ανίσωση f(x) > g(x) και συναληθεύω τις λύσεις με το 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔.
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προσδιορισμός συνεχούς συνάρτησης Σε ασκήσεις εύρεσης τύπου συνάρτησης αν
 προκύψει ότι : f(x)g(x)=0 για κάθε x στο Α
 τότε αυτό δεν σημαίνει ότι :
 f(x)=0 για κάθε x στο Α ή g(x)=0 για κάθε x στο Α.
 ( εκτός αν οι f, g είναι και οι δύο πολυωνυμικές)
 • Σε ασκήσεις εύρεσης τύπου συνεχούς συνάρτησης f στο διάστημα Α συνήθως εμφανίζονται οι ακόλουθες περιπτώσεις μετά από μετασχηματισμό δοθείσης σχέσης στη μορφή:
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(f(x)-α)(f(x)-β)=0 (1) με α, β ετερόσημοι. τότε γράφουμε ότι: f(x)=α ή f(x)=β , και αφού αποδείξουμε ότι η f(x) είναι διαφορετική από το 0 για κάθε x στο Α τότε επειδή είναι συνεχής στο Α θα έχει σταθερό πρόσημο στο Α άρα καταλήγουμε στο συμπέρασμα : f(x)=α για κάθε x στο Α (2) ή f(x)=β για κάθε x στο Α . (3) (αν έχουμε ‘’ένδειξη’’ για το πρόσημο επιλέγουμε τελικά μία από τις περιπτώσεις (2) ή (3) ). Επίσης μπορούμε να εργαστούμε και με το ΘΕΤ όπως και στην ακόλουθη περίπτωση.
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αν (f(x)-α)(f(x)-β) = 0 (1) με α,β ομόσημοι.
 Τότε θα αποδείξουμε ότι η f είναι η σταθερή συνάρτηση f(x) = α για κάθε x στο Α
 ή
 f(x) = β για κάθε x στο Α .
 Πράγματι αν υπήρχαν x1 , x2 στο Α με x1<x2 ώστε
 f(x1)=α και f(x2)=β τότε επειδή f συνεχής στο Α θα έπαιρνε και όλες τις τιμές ανάμεσα στα α και β οπότε αν α<η<β θα υπήρχε xo στο (x1,x2) τέτοιο ώστε f(xo)=η. Αν θέσουμε στην (1) το xo καταλήγουμε σε άτοπο … άρα … f σταθερή στο Α.
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Αν g2(x) = h(x) (1)
 όπου g συνεχής στο διάστημα Α , βοηθητική συνάρτηση που περιέχει την f, και h συνεχής στο διάστημα Α που δεν μηδενίζεται στο Α (το αποδεικνύουμε) τότε και η g δεν θα μηδενίζεται στο Α άρα αφού είναι συνεχής θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Α και έτσι καταλήγουμε :
 𝑔 𝑥 = ℎ(𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝐴
 ή 𝑔 𝑥 = − ℎ 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐴
 απ’ όπου βρίσκουμε και τον τύπο της f (ειδικά αν έχουμε ‘’ένδειξη’’ για το πρόσημο της f ή της g ).
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αν όμως στην προηγούμενη περίπτωση η h(x) έχει μία ρίζα ρ στο
 Α τότε βρίσκουμε 4 διαφορετικές περιπτώσεις για τον τύπο της g:
 𝑔 𝑥 = ℎ 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐴
 𝑔 𝑥 = − ℎ 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐴
 𝑔 𝑥 = ℎ(𝑥) , 𝑥 ≤ 𝑝
 − ℎ 𝑥 , 𝑥 > 𝑝 , 𝑥 ∈ 𝐴
 𝑔 𝑥 = − ℎ 𝑥 , 𝑥 ≤ 𝑝
 ℎ(𝑥) , 𝑥 > 𝑝, 𝑥 ∈ 𝐴
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πρόσημο συνάρτησης Για να βρούμε το πρόσημο συνεχούς συνάρτησης
 f σε διάστημα Α (όταν αυτή δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο) τότε:
 - λύνουμε την εξίσωση f(x) = 0 στο Α
 - ελέγχω το πρόσημό της σε κάθε διάστημα που ορίζεται από δύο διαδοχικές ρίζες της (συνήθως με τη μέθοδο της επιλεγμένης τιμής).
 • Αν γνωρίζω μία ρίζα της f και τη μονοτονία της γύρω από τη ρίζα τότε μπορώ να προσδιορίσω και το πρόσημο της f .
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π.χ. έστω ότι f(1) = 0 και f γνησίως αύξουσα στο R. Τότε :
 για x = 1 f(1) = 0
 για x<1 𝑓 𝑥 < 𝑓 1 ⟺ 𝑓 𝑥 < 0
 για x>1 𝑓 𝑥 > 𝑓 1 ⟺ 𝑓 𝑥 > 0
 και έτσι έχουμε βρει το πρόσημο της f και
 έχουμε αποδείξει ότι το 1 είναι μοναδική ρίζα της f.
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θεώρημα Βolzano Για να αποδείξουμε ότι μία εξίσωση της μορφής f(x) = 0 έχει: 1. μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β), εφαρμόζουμε το
 θ.Bolzano στο (α,β) για την f. 2. δύο τουλάχιστον ρίζες στο (α,β) τότε εφαρμόζουμε
 θ.Bolzano δύο φορές στα διαστήματα (α,γ) και (γ,β) όπου γ αριθμός τέτοιος ώστε :
 f(α)f(γ)<0 και f(γ)f(β)<0 Συνήθως ο γ είναι το μέσον του διαστήματος (α,β) δηλ. γ=(α+β)/2 ή είναι αριθμός που έχει ‘’προκύψει’’ από προηγούμενο ερώτημα ή από την υπόθεση της άσκησης.
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ρίζα σε κλειστό διάστημα
 3. μία τουλάχιστον ρίζα στο [α,β] ή στο [α,β) ή στο
 (α,β] τότε εφαρμόζουμε το Θ. Bolzano και
 προκύπτει ότι: 𝑓 𝑎 𝑓(𝛽) ≤ 0 .
 και διακρίνοντας περιπτώσεις για την ισότητα
 και την ανισότητα παίρνουμε τα συμπεράσματα
 που ζητά η άσκηση.
 • Αν δεν εφαρμόζεται το θ.Bolzano τότε από το σύνολο τιμών f(Df) ελέγχω αν το 0 ανήκει σε αυτό και από Θ. Ενδιάμεσης Τιμής παίρνω το ζητούμενο.
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Άτοπο !!! Εναλλακτικά μπορούμε να υποθέσουμε ότι η
 εξίσωση 𝑓 𝑥 = 0 δεν έχει ρίζες μέσα στο ζητούμενο διάστημα Δ και τότε ως συνεχής (συνήθως) θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ, κάτι το οποίο θα είναι άτοπο σύμφωνα με τα δεδομένα της άσκησης ή κάποιο προηγούμενο συμπέρασμα ή με κάποιο αντιπαράδειγμα που προκύπτει από τη συναρτησιακή σχέση της f.
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Σύνολο τιμών Βρίσκω τα διαστήματα μονοτονίας της f , έστω τα Δ1,
 Δ2 , … , Δκ και αν f συνεχής σε καθένα από αυτά τότε το σύνολο τιμών της f είναι η ένωση τους .
 (προσοχή: όχι η τομή (συναλήθευση) !!! ) Δηλαδή είναι το σύνολο: 𝐵 = 𝑓 Δ1 ∪ 𝑓 Δ2 ∪⋯∪ 𝑓 Δ𝜅 • Αλλιώς: θέτουμε y = f(x) σε κατάλληλη σχέση που
 έχουμε για την f και λύνουμε ως προς x παίρνοντας κατάλληλους περιορισμούς για το y και ελέγχοντας στο τέλος αν η λύση ως προς x ανήκει στο Df .Το σύνολο των ‘’περιορισμών’’ για το y μας δίνει το σύνολο τιμών της f.
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Πλήθος Ριζών Εξίσωσης Αν χρειάζομαι το πλήθος των ριζών μίας
 εξίσωσης, τη μετασχηματίζω στη μορφή f(x) = 0,
 όπου f κατάλληλη (ήδη συνήθως μελετημένη)
 συνάρτηση, και από τις εικόνες των διαστημάτων
 μονοτονίας της, f(Δ1), f(Δ2),… ελέγχω αν το 0
 ανήκει σε κάθε ένα από τα f(Δi).
 • αν υπάρχει παράμετρος λ στην εξίσωση τότε μετασχηματίζω την εξίσωση στη μορφή f(x) = λ και για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου λ ακολουθώ την προηγούμενη μεθοδολογία.
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Για να αποδείξουμε ότι η f παίρνει μία συγκεκριμένη τιμή η όταν x∈[α,β] τότε:
 δείχνουμε ότι η f είναι συνεχής στο [α,β] και ότι το η βρίσκεται ανάμεσα στα f(α) και f(β) , ή
 δείχνουμε ότι η f είναι συνεχής στο [α,β] και ότι το η βρίσκεται ανάμεσα στη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f.
 Μην ξεχνάμε ότι:
 ‘’αν f συνεχής στο [α,β] τότε η f παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο [α,β]’’.
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εύρεση παραμέτρων για να βρούμε παραμέτρους αν η f να είναι συνεχής σε
 ένα σημείο xo∈Df (συνήθως η f αλλάζει τύπο στο σημείο xo ) τότε απαιτούμε να ισχύει:
 lim𝑥→𝑥𝑜
 +𝑓 𝑥 = lim
 𝑥→𝑥𝑜−𝑓(𝑥)
 • Για να βρούμε παραμέτρους ώστε η f να είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο xo ∈Df τότε απαιτούμε πρώτα να είναι συνεχής σε αυτό και χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις: lim
 𝑥→𝑥𝑜+𝑓 𝑥 = lim
 𝑥→𝑥𝑜−𝑓(𝑥)
 και lim𝑥→𝑥𝑜
 +
 𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥𝑜)
 𝑥−𝑥𝑜= lim𝑥→𝑥𝑜
 −
 𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥𝑜)
 𝑥−𝑥𝑜
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παράγωγος αριθμός
 Αν δίνεται συναρτησιακή σχέση (ισότητα) της f και ζητείται η τιμή f’(xo) , τότε:
 Αν η f είναι ‘’γενικά’’ παραγωγίσιμη,τότε παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη της ισότητας και θέτουμε x = xo .
 αν δεν αναφέρεται ότι η f είναι παραγωγίσιμη, σχηματίζουμε το λόγο μεταβολής
 𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥𝑜)
 𝑥−𝑥0
 και βρίσκουμε το f’(xo) με τον ορισμό. Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός
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ισοδύναμοι ορισμοί παραγώγου
 αν στην συναρτησιακή σχέση υπάρχει η έκφραση f(x + y) τότε χρησιμοποιούμε τον ισοδύναμο ορισμό :
 𝑓′ 𝑥𝑜 = limℎ→0
 𝑓 𝑥𝑜+ℎ −𝑓(𝑥𝑜)
 ℎ
 αν εμφανίζεται η έκφραση f(x∙y), τότε χρησιμοποιούμε τον ισοδύναμο ορισμό:
 𝑓′ 𝑥𝑜 =1
 𝑥𝑜limℎ→1
 𝑓 𝑥𝑜∙ℎ −𝑓(𝑥𝑜)
 ℎ−1
 αφού θέσουμε ℎ =𝑥
 𝑥𝑜 με xo ≠ 0.
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παράγωγος της 𝑓−1(𝑦) στο 𝑦𝑜 = 𝑓(𝑥𝑜)
 αν f παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ και ορίζεται η f-1 τότε και αυτή είναι παραγωγίσιμη σε κάθε 𝑦𝑜 = 𝑓(𝑥𝑜) ∈ 𝑓(Δ) με την προϋπόθεση ότι: 𝑓′(𝑥𝑜) ≠ 0 και ισχύει :
 𝑓−1 𝑓 𝑥 = 𝑥 , ∀𝑥 ∈ Δ άρα παραγωγίζοντας έχουμε:
 𝑓−1 𝑓 𝑥′= 𝑥′⟺
 ⟺ 𝑓−1 ′ 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 = 1 ⟺ 𝑓−1 ′ 𝑓 𝑥 =1
 𝑓′(𝑥)
 θέτοντας στην τελευταία σχέση 𝑥 = 𝑥𝑜 έχουμε:
 𝑓−1 ′ 𝑓 𝑥𝑜 =1
 𝑓′ 𝑥𝑜⟺ 𝑓−1 ′ 𝑦𝑜 =
 1
 𝑓′(𝑓−1 𝑦𝑜 )
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εφαπτόμενη γραφικής παράστασης
 Για να εφάπτεται η ευθεία 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝛽 στη γραφική παράσταση της f , θα πρέπει να υπάρχει σημείο (𝑥𝑜, 𝑓 𝑥𝑜 ) τέτοιο ώστε το xo να είναι λύση του συστήματος :
 𝑓 𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝛽
 𝑓′ 𝑥 = 𝜆
 Αν το παραπάνω σύστημα δεν έχει λύση τότε δεν μπορεί η ευθεία αυτή να εφάπτεται στην Cf .
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Κοινή εφαπτόμενη σε κοινό σημείο
 Για να υπάρχει ευθεία 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝛽 που να είναι κοινή εφαπτόμενη σε κοινό σημείο των Cf , Cg θα πρέπει να υπάρχει σημείο (𝑥𝑜, 𝑦𝑜) ώστε το xo να είναι λύση του συστήματος:
 𝑓 𝑥 = 𝑔(𝑥)
 𝑓′ 𝑥 = 𝑔′(𝑥)
 Αν οι παραπάνω εξισώσεις δεν έχουν κοινή λύση xo που να ανήκει στα πεδία ορισμού και των δύο συναρτήσεων τότε οι Cf και Cg δεν δέχονται κοινή εφαπτόμενη σε κοινό τους σημείο.
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κοινή εφαπτόμενη
 για να βρούμε την κοινή εφαπτόμενη (ε) των Cf και Cg τότε θεωρούμε σημεία Α α, f α , Β(β, g β ) των Cf , Cg αντίστοιχα στα οποία η (ε) εφάπτεται σε αυτές. Τότε θα είναι:
 (ε): 𝑦 − 𝑓 𝛼 = 𝑓′(𝛼)(𝑥 − 𝛼) (1) αλλά και (ε): 𝑦 − 𝑔 𝛽 = 𝑔′(𝛽)(𝑥 − 𝛽). (2) Από τις (1) και (2) προκύπτει το σύστημα:
 𝑓′ 𝛼 = 𝑔′(𝛽)
 𝑓 𝑎 − 𝑓′ 𝛼 ∙ 𝛼 = 𝑔 𝛽 − 𝑔′(𝛽) ∙ 𝛽
 Λύνοντάς το βρίσκουμε τα σημεία Α και Β άρα και την ευθεία (ε).
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σχέση εφαπτόμενων ευθειών
 Αν υπάρχουν εφαπτόμενες ευθείες στην Cf στα σημεία με τετμημένες 𝑥1, 𝑥2 και η f είναι παραγωγίσιμη σε αυτά, τότε αν οι ευθείες είναι μεταξύ τους :
 παράλληλες , ισχύει : 𝑓′ 𝑥1 = 𝑓′(𝑥2) κάθετες , ισχύει : 𝑓′ 𝑥1 ∙ 𝑓
 ′ 𝑥2 = −1 Οι παραπάνω σχέσεις ίσως μας ‘’γλυτώσουν’’ από εφαρμογή του ΘΜΤ για την εύρεση των 𝑥1, 𝑥2 με αυτές τις ιδιότητες, ή ίσως είναι χρήσιμες για την εφαρμογή υπαρξιακού θεωρήματος για την συνάρτηση 𝑓′ 𝑥 στο διάστημα 𝑥1, 𝑥2 (αν 𝑥1 < 𝑥2 ).
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός

Page 66
						

Θεώρημα Rolle Χρησιμοποιείται για να:
 - αποδείξουμε ότι μία εξίσωση της μορφής 𝑓′ 𝑥 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).
 - αποδείξουμε ότι υπάρχει μία τουλάχιστον εφαπτόμενη της Cf η οποία είναι παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥.
 - αποδείξουμε ότι μία εξίσωση της μορφής 𝑓 𝑥 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β). Τότε εφαρμόζουμε το θ. Rolle όχι στην f αλλά σε μία παράγουσα F της f στο [α,β] τέτοια ώστε
 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽].
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Δεν ξεχνώ: για μία συνάρτηση f συνεχή σε ένα διάστημα Δ
 μπορώ πάντοτε να βρω μία παράγουσα της στο
 διάστημα Δ:
 Είναι η συνάρτηση : 𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛼
 με 𝛼 ∈ Δ , αφού :
 𝐹′(𝑥) = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛼
 ′= 𝑓(𝑥)
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εναλλακτικά του Bolzano…..
 Αν λοιπόν θέλουμε να αποδείξουμε ότι η εξίσωση 𝑓 𝑥 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β) και δεν μπορούμε με τα θεωρήματα των συνεχών συναρτήσεων τότε φέρουμε την εξίσωση σε ισοδύναμη διαφορική εξίσωση της μορφής: 𝐹′ 𝑥 = 0
 και εφαρμόζουμε θ. Rolle για την 𝐹.
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‘’…το πολύ ν ρίζες..’’ Για να αποδείξουμε ότι η εξίσωση 𝑓 𝑥 = 0 έχει το
 πολύ ν ρίζες σε ένα διάστημα Δ τότε υποθέτουμε ότι έχει τουλάχιστον (ν+1) ρίζες στο διάστημα αυτό. Με εφαρμογή του Θ.Rolle σε καθένα από τα διαστήματα που ορίζουν οι ρίζες αυτές αποδεικνύουμε ότι η εξίσωση 𝑓′ 𝑥 = 0
 θα έχει τουλάχιστον ν ρίζες και αυτό θα είναι
 αδύνατο ! Ίσως χρειαστεί να χρησιμοποιήσουμε
 και την f’’ ή και την f’’’ μέχρι να καταλήξουμε σε
 άτοπο.
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‘’…το πολύ ν ρίζες..’’ Νο 2 εναλλακτικά , μπορούμε σε κάθε διάστημα που
 εντοπίσαμε μία ρίζα να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη και άρα η ρίζα αυτή είναι μοναδική,
 ή να υποθέσουμε ότι υπάρχει και δεύτερη και να
 καταλήξουμε σε άτοπο ( με Θ. Rolle συνήθως).
 (η κάθε ρίζα μπορεί να έχει εντοπιστεί με υπαρξιακό θεώρημα ή προφανή τρόπο σε κάθε διάστημα χωριστά)
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απόδειξη ανισοτήτων Αν είναι ανισο-ισότητα με τιμές α, β (διπλή
 συνήθως) ελέγχω πρώτα αν ισχύει η ισότητα για α = β και έπειτα για 𝛼 ≠ 𝛽 τη μετασχηματίζω σε
 ανισότητα της μορφής 𝜅 <𝑓 𝛽 −𝑓(𝛼)
 𝛽−𝛼< 𝜆 και
 εφαρμόζω ΘΜΤ για την f στο [α,β].
 Αν αντί για β υπάρχει μεταβλητή x τότε εργάζομαι όπως παραπάνω στο διάστημα [α,x] ή στο [x,α] ή και στα δύο.
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απόδειξη ανισότητας με μονοτονία ή ακρότατο Φέρω την ανισότητα στη μορφή 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦) και
 χρησιμοποιώντας το είδος της μονοτονίας της f στο διάστημα που ανήκουν τα x,y καταλήγω στη σχέση 𝑥 ≥ 𝑦 (αν 𝑓 ↑) ή 𝑥 ≤ 𝑦 (αν 𝑓 ↓).
 Αν έχω βρει ότι η f παρουσιάζει στο 𝑥𝑜 ακρότατο (π.χ. ολικό ελάχιστο) τότε θα ισχύει ότι
 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥𝑜 , ∀𝑥 ∈ Δ
 και με ισοδύναμα βήματα καταλήγω στην ανισότητα που θέλω να αποδείξω.
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ν.δ.ο. : 𝐴 𝑥 ≥ 𝐵 𝑥 , ∀𝑥 ∈ Δ
 τότε θεωρώ βοηθητική συνάρτηση
 𝑔 𝑥 = 𝐴 𝑥 − 𝐵 𝑥 και μελετώ τη μονοτονία της και τα ακρότατα της στο ευρύτερο υποσύνολο του R που αυτή ορίζεται . Έπειτα προσαρμόζουμε τα συμπεράσματα στο διάστημα Δ.
 • ή χρησιμοποιώ κάποια από τις άλλες μεθόδους απόδειξης ανισοτήτων.
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απόδειξη ανισοτήτων με κυρτότητα συνάρτησης. αν f είναι κυρτή (ή κοίλη) στο διάστημα Δ και η
 ευθεία (ε): 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝛽 είναι εφαπτόμενη της Cf σε σημείο 𝑥𝑜 ∈ Δ τότε :
 𝑓 𝑥 ≥ 𝜆𝑥 + 𝛽, ∀𝑥 ∈ Δ (ή 𝑓 𝑥 ≤ 𝜆𝑥 + 𝛽, ∀𝑥 ∈ Δ) Οι ισότητες ισχύουν μόνο αν 𝑥 = 𝑥𝑜 . Αυτό συμβαίνει διότι η Cf βρίσκεται ‘’πάνω’’ από την (ε) αν η f είναι κυρτή, ενώ είναι ‘’κάτω’’ από την (ε) αν η f είναι κοίλη. (ιδιαίτερα χρήσιμο - αν ζητείται εμβαδόν ανάμεσα στην Cf και την (ε) - για να βρούμε το πρόσημο της διαφοράς τους).
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απόδειξη ανισοτήτων με κυρτότητα και ανισότητες Jensen
 Αν Δ είναι διάστημα , για κάθε 𝑥1, 𝑥2 ∈ Δ ισχύει:
 𝑓 𝑥1 +𝑓(𝑥2)
 2≥ 𝑓(
 𝑥1+𝑥2
 2) αν f κυρτή στο Δ , και
 𝑓 𝑥1 +𝑓(𝑥2)
 2≤ 𝑓(
 𝑥1+𝑥2
 2) αν f κοίλη στο Δ .
 Οι σχέσεις προκύπτουν με 2-πλή εφαρμογή του
 ΘΜΤ στα διαστήματα 𝑥1,𝑥1+𝑥2
 2 και [
 𝑥1+𝑥2
 2, 𝑥2]
 (αν 𝑥1 < 𝑥2) και χρήση της μονοτονίας της f’ που προκύπτει από την κυρτότητα της f.
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πολλαπλή εφαρμογή ΘΜΤ
 Αν θέλω να εφαρμόσω 2 φορές το ΘΜΤ χωρίζω το [α,β] στα διαστήματα [α,xo] και [xo ,β] όπου
 𝑥𝑜 =𝛼+𝛽
 2 ή κάποιο σημείο ενδιάμεσο με
 συγκεκριμένη ιδιότητα που δίνεται ή έχει προκύψει από προηγούμενο ερώτημα με κάποιο υπαρξιακό θεώρημα (Bolzano, Rolle, ΘΜΤ, ΘΕΤ).
 ανάλογα εργαζόμαστε αν θέλουμε να εφαρμόσουμε περισσότερες φορές το ΘΜΤ ( ή οποιοδήποτε άλλο υπαρξιακό θεώρημα).
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ν.δ.ο. υπάρχουν ξ1,ξ2 ∈ 𝛼, 𝛽 : κf’(ξ1)+λf’(ξ2)=α
 χωρίζουμε το [α,β] σε κ+λ ίσα υποδιαστήματα με
 πλάτος 𝛽−𝛼
 𝜅+𝜆 το καθένα. Εφαρμόζω το ΘΜΤ στα
 διαστήματα [𝛼, 𝛼 + 𝜅𝛽−𝛼
 𝜅+𝜆] και 𝛼 + 𝜅
 𝛽−𝛼
 𝜅+𝜆, 𝛽
 αντίστοιχα και βρίσκω τα f’(ξ1) και f’(ξ2) που ικανοποιούν τη ζητούμενη σχέση.
 Αντίστοιχα εργαζόμαστε και για περισσότερα υποδιαστήματα.
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συνέπειες ΘΜΤ
 ΠΡΟΣΟΧΗ: δεν ισχύουν σε ένωση διαστημάτων!!
 π.χ. αν f’(x) = g’(x) (1) , για κάθε 𝑥 ≠ 0 τότε θα
 γράψουμε ότι 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 + 𝑐1, 𝑥 < 0
 𝑔 𝑥 + 𝑐2, 𝑥 > 0 και αν
 υπάρχει συνέχεια στο 0 τότε οι σταθερές θα προκύψουν ίσες.
 ιδιαίτερα χρήσιμες σε αυτές τις ασκήσεις είναι οι διάφορες διαφορικές εξισώσεις που με κατάλληλο χειρισμό (αντιπαραγώγιση) καταλήγουν σε σχέση της μορφής (1) .
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Συνήθεις Δ.Ε. και αντιπαραγωγίσεις: 𝒇′ 𝒙 + 𝒌𝒇 𝒙 = 𝒂 , πολ/ζω με 𝑒𝑘𝑥
 𝒇′′ 𝒙 + 𝒇 𝒙 = 𝒂 , πολ/ζω με 2𝑓′(𝑥)
 𝒇′′ 𝒙 − 𝒇 𝒙 = 𝒂 ,προσθέτω & αφαιρώ το 𝑓′(𝑥)
 𝒇′ 𝒙 = 𝒂𝒇 𝒙 , 𝑓(𝑥) ≠ 0, τότε 𝑓′(𝑥)
 𝑓(𝑥)= 𝑎
 𝒇′ 𝒙 = 𝒂𝒇𝟐 𝒙 , 𝑓(𝑥) ≠ 0 τότε 𝑓′(𝑥)
 𝑓2(𝑥)= 𝑎
 𝒇′ 𝒙 = 𝒂𝒇𝒗 𝒙 , 𝑓(𝑥) ≠ 0 ⟹ 𝑓′ 𝑥 𝑓−𝑣 𝑥 = 𝑎
 𝒇′ 𝒙 + 𝒈′ 𝒙 𝒇 𝒙 = 𝟎 τότε πολ/ζω με 𝑒𝑔(𝑥)
 𝒇′ 𝒙 = 𝒂 𝒇(𝒙), 𝑓 𝑥 > 0 ⟹𝑓′ 𝑥
 2 𝑓 𝑥=𝑎
 2
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Δεν ξεχνώ: (επαλήθευση συνθηκών)
 Μετά από την εύρεση τύπου μίας συνάρτησης f με δοσμένες κάποιες αρχικές συνθήκες πρέπει να ελέγχουμε αν η συνάρτηση 𝑓(𝑥) που βρήκαμε ικανοποιεί ΟΛΕΣ τις αρχικές συνθήκες που δόθηκαν , γιατί στην πορεία της επίλυσης ίσως έχουν ‘’καταργηθεί’’ αρκετές ισοδυναμίες !!!!
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από ανισότητα σε ισότητα (από την οποία βρίσκω παραμέτρους ή κάποιο f(xo) ή εξίσωση γεωμ. τόπου, ή…)
 αν δίνεται ανισο-ισότητα της μορφής
 𝐴(𝑥) ≥ 𝐵 𝑥 τότε τη μετασχηματίζω σε σχέση της μορφής 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓 𝑥𝑜 με κατάλληλη συνάρτηση f και κατάλληλο xo και αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xo και το xo είναι εσωτερικό σημείο του Df , τότε από θεώρημα Fermat προκύπτει ότι : 𝑓′ 𝑥𝑜 = 0 από όπου προκύπτει το ζητούμενο συμπέρασμα ( μετά από κατάλληλες αλγεβρικές διαδικασίες).
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De l’ Hospital
 Μορφή 𝟎 ∙ ∞ (αν 𝒇 ∙ 𝒈 → 𝟎 ∙ ∞)
 τότε μετασχηματίζω το γινόμενο 𝑓𝑔 σε πηλίκο
 της μορφής 𝑓(𝑥)1
 𝑔(𝑥)
 ή 𝑔(𝑥)1
 𝑓(𝑥)
 και έτσι οδηγούμαι
 σε απροσδιόριστη μορφή 0
 0 ή
 ∞
 ∞ και
 χρησιμοποιώ κανόνες De l’ Hospital.
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De l’ Hospital
 • Μορφή ∞−∞ (αν 𝒇 − 𝒈 → ±∞∓∞)
 βγάζουμε κοινό παράγοντα τη συνάρτηση που απειρίζεται γρηγορότερα και το φέρνουμε στη
 μορφή : 𝑓(𝑥)(1 −𝑔(𝑥)
 𝑓 𝑥) ή 𝑔(𝑥)(
 𝑓 𝑥
 𝑔 𝑥− 1)
 υπολογίζουμε το όριο του πηλίκου στην παρένθεση ‘’ελπίζοντας’’ να μην βγει ίσο με 1 !!
 Αν βγει ίσο με 1 τότε προκύπτει η προηγούμενη μορφή ∞ ∙ 0 οπότε εργαζόμαστε ανάλογα.
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…’’ταχύτητες’’…
 από τις συνήθεις συναρτήσεις πιο γρήγορα προς το άπειρο ‘’τρέχουν’’:
 οι εκθετικές,
 αργότερα οι πολυωνυμικές και
 ακόμα αργότερα οι λογαριθμικές !!
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De l’ Hospital
 Μορφή 𝟎𝟎 , ∞𝟎 , 𝟏∞
 τότε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) με 𝑓 𝑥 > 0 τη
 γράφουμε στη μορφή:
 𝑒𝑔(𝑥)∙𝑙𝑛𝑓(𝑥)
 υπολογίζουμε πρώτα το όριο του εκθέτη και
 επιστρέφοντας στο αρχικό όριο και κάνοντας
 αλλαγή μεταβλητής υπολογίζουμε και εκείνο.
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ανισότητες με ολοκληρώματα αποδεικνύονται με τους συνήθεις τρόπους
 απόδειξης ανισοτήτων (..όλα στο πρώτο μέλος, μονοτονία ή ΘΜΤ, κ.λ.π.)
 ή με το πόρισμα: ‘’ Αν f συνεχής στο [α,β] και 𝑓(𝑥) ≥ 0 ∀𝑥 ∈[α,β]
 τότε: 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0𝛽
 𝛼 ‘’
 • ή με το πόρισμα: ‘’Αν f συνεχής στο [α,β] και 𝑓 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽] και f όχι παντού μηδέν στο [α,β] τότε:
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 > 0𝛽
 𝛼 ‘’
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ανισότητες με ολοκληρώματα εναλλακτικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία
 ήδη αποδεδειγμένη ή δοσμένη ανισότητα ως εξής: Αν 𝑓 𝑥 ≥ 𝑔 𝑥 , ∀𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽] τότε έχουμε:
 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽] άρα αφού
 αιτιολογήσουμε ότι η 𝑓 − 𝑔 είναι συνεχής στο
 [α,β] (και όχι παντού μηδέν στο [α ,β] αν χρειάζεται)
 τότε:
 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 > 0 ⟺ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 > 𝑔 𝑥 𝑑𝑥𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝛼
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ολοκλήρωση κατά παράγοντες
 μορφή 1 :
 P 𝑥 𝑒𝑘𝑥+𝜆𝑑𝑥 = 𝑃 𝑥1
 𝑘𝑒𝑘𝑥+𝜆
 ′
 𝑑𝑥 = ⋯𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝛼
 όπου P(x) πολυώνυμο.
 • μορφή 2 :
 𝑓 𝑥 ln 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = F′ x ln g x dx =𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝛼…
 όπου F μία παράγουσα της f στο [α,β].
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ολοκλήρωση κατά παράγοντες
 μορφή 3:
 𝑃 𝑥 𝜎𝜐𝜈 𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃 𝑥1
 𝑘𝜂𝜇 𝑘𝑥
 ′
 𝑑𝑥 = ⋯𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝛼
 𝑃 𝑥 𝜂𝜇 𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃 𝑥 −1
 𝑘𝜎𝜐𝜈 𝑘𝑥
 ′
 𝑑𝑥 =. .𝛽
 𝛼
 𝛽
 𝑎
 όπου P(x) πολυώνυμο.
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ολοκλήρωση κατά παράγοντες
 μορφή 4:
 𝑒𝜅𝑥𝜂𝜇 𝜇𝑥 𝑑𝑥𝛽
 𝛼 ή 𝑒𝜅𝑥𝜎𝜐𝜈 𝜇𝑥 𝑑𝑥
 𝛽
 𝛼
 τότε εφαρμόζουμε 2 φορές παραγοντική ολοκλήρωση για την ίδια συνάρτηση (συνήθως την εκθετική) και καταλήγουμε σε εξίσωση με άγνωστο το ζητούμενο ολοκλήρωμα.
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός

Page 91
						

ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων
 ελέγχουμε μήπως το ολοκλήρωμα μπορεί να
 έρθει στη μορφή: 𝑓′(𝑥)
 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 𝛽
 𝛼 και τότε αυτό
 είναι ίσο με : 𝑙𝑛 𝑓(𝛽) − 𝑙𝑛 𝑓(𝛼) .
 • αν στο 𝑃(𝑥)
 𝑄(𝑥)𝑑𝑥
 𝛽
 𝑎 ο αριθμητής έχει μικρότερο
 βαθμό από τον παρονομαστή τότε αναλύουμε το κλάσμα σε απλά κλάσματα και διασπούμε το ολοκλήρωμα.
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ολοκλήρωση ρητών παραστάσεων
 αν στο 𝑃(𝑥)
 𝑄(𝑥)𝑑𝑥
 𝛽
 𝛼 ο αριθμητής έχει μεγαλύτερο
 ή ίσο βαθμό από τον παρονομαστή τότε πρώτα κάνουμε τη διαίρεση μεταξύ τους και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης διασπούμε το παραπάνω ολοκλήρωμα σε ένα πολυωνυμικό ολοκλήρωμα και σε ένα ολοκλήρωμα της προηγούμενης μορφής.
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δύσκολο εμβαδό
 είναι δύσκολο να υπολογίσουμε το εμβαδό που περικλείεται από τη Cf και τον x’x όταν υπάρχει λογάριθμος και η απαγορευμένη τιμή ‘’ln0’’.
 π.χ. 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 00 , 𝑥 = 0
 τότε θα χρησιμοποιήσουμε όριο, δηλαδή:
 Ε Ω = lim𝜆→0+
 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥1
 𝜆
 , 0 < λ < 1
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όριο ολοκληρώματος στο ±∞
 π.χ. lim𝑥→±∞
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥+1
 𝑥
 τότε συνήθως το υπολογίζουμε με κριτήριο παρεμβολής :
 κατασκευάζουμε διπλή ανισο-ισότητα για την f
 (με ΘΜΤ ή ακρότατα στο [x, x+1] ) , ‘’βάζουμε’’ ολοκληρώματα στη διπλή αυτή ανισο-ισότητα και μετά εφαρμόζουμε κριτήριο παρεμβολής.
 π.χ. lim𝑥→+∞
 1
 𝑡2+1𝑑𝑡
 𝑥+1
 𝑥 .
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προσοχή:
 αν 𝑔 𝑥 = ℎ 𝑥 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝑎 τότε επειδή η
 μεταβλητή ολοκλήρωσης είναι το t η συνάρτηση h(x) θεωρείται σταθερή όσο βρίσκεται μέσα στο ολοκλήρωμα , και γράφουμε:
 𝑔 𝑥 = ℎ(𝑥) 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝑎
 και η 𝑔(𝑥) πλέον βλέπουμε ότι είναι γινόμενο
 συναρτήσεων.
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ολοκλήρωση ολοκληρώματος
 το ολοκλήρωμα 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛾𝑑𝑥
 𝛽
 𝛼
 υπολογίζεται με παραγοντική ολοκλήρωση :
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛾
 𝑑𝑥𝛽
 𝛼
 = 𝑥 ′ ∙ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛾
 𝑑𝑥 = ⋯𝛽
 𝛼
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εύρεση τύπου με ορ. ολοκλήρωμα
 αν σε μία διαφορική εξίσωση από την οποία ψάχνω τον τύπο της f , εκτός από την f(x) και την f’(x) υπάρχει και ένα ορισμένο ολοκλήρωμα της f τότε αυτό είναι κάποιος σταθερός αριθμός που τον θέτουμε έστω k .
 π.χ. αν 𝑓′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥2
 0∙ 𝑓(𝑥) τότε θέτω :
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑘2
 0 και έχω: 𝑓′ 𝑥 = 𝑘 ∙ 𝑓 𝑥 ⟺
 𝑓′ 𝑥 − 𝑘𝑓 𝑥 = 0 ⟺ ⋯ (πολ/ζω με 𝑒−𝑘𝑥).
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ολοκλήρωμα της 𝑓−1
 αν θέλω να υπολογίσω το 𝑓−1 𝑥 𝑑𝑥𝑓(𝛽)
 𝑓(𝑎)
 και δεν γνωρίζω την 𝑓−1(𝑥) αλλά μόνο την
 𝑓(𝑥) τότε θέτω: 𝑥 = 𝑓(𝑦)
 και έχουμε ότι :
 𝑓−1 𝑥 𝑑𝑥𝑓(𝛽)
 𝑓(𝑎)
 = 𝑦𝑓′ 𝑦 𝑑𝑦𝛽
 𝑎
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πεδίο ορισμού της F x = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛼
 Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού Df της f και το σύνολο Α ⊆ 𝐷𝑓 στο οποίο η f είναι συνεχής.
 Αν 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐴𝑣 το α θα ανήκει σε
 κάποιο από τα διαστήματα αυτά, π.χ. το Α1 .
 Αυτό θα είναι και το πεδίο ορισμού της F , δηλ.
 𝐷𝐹 = 𝐴1 και τότε η F θα είναι παραγωγίσιμη
 και ισχύει ότι:
 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑥
 𝛼
 ′= 𝑓(𝑥)
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πεδίο ορισμού της F x = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑔(𝑥)
 𝛼
 Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού Df της f και το σύνολο Α ⊆ 𝐷𝑓 στο οποίο η f είναι συνεχής.
 Αν 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐴𝑣 το α θα ανήκει σε
 κάποιο από τα διαστήματα αυτά, π.χ. το Α1 .
 Τότε απαιτούμε 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 και 𝑔(𝑥) ∈ 𝐴1 και λύνοντας
 βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της F .
 • Η συνάρτηση F τότε θα είναι παραγωγίσιμη με :
 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑔 𝑥
 𝛼
 ′
 = 𝑓(𝑔 𝑥 ) ∙ 𝑔′(𝑥)
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πεδίο ορισμού της 𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡ℎ(𝑥)
 𝑔(𝑥)
 Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού Df της f και το σύνολο Α ⊆ 𝐷𝑓 στο οποίο η f είναι συνεχής.
 Αν 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐴𝑣. Έπειτα απαιτούμε :
 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ , 𝑔(𝑥) ∈ 𝐴1 , ℎ(𝑥) ∈ 𝐴1 , ή
 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ , 𝑔(𝑥) ∈ 𝐴2 , ℎ(𝑥) ∈ 𝐴2 , ή
 …………………………. ή
 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ , 𝑔(𝑥) ∈ 𝐴𝜈 , ℎ(𝑥) ∈ 𝐴𝜈
 λύνουμε την κάθε περίπτωση χωριστά βρίσκοντας τα διαστήματα Δ1, Δ2, … , Δ𝜈 και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝐹 𝑥 θα είναι η ένωση των συνόλων αυτών
 δηλ. 𝐷𝑓 = Δ1 ∪ Δ2 ∪⋯∪ Δ𝜈 .
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παράγωγος της συνάρτησης 𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡ℎ(𝑥)
 𝑔(𝑥)
 για κάθε ένα από τα Δ1 , Δ2 ,…, Δν, κάνουμε τα εξής:
 επιλέγουμε σταθερό αριθμό 𝛼 ∈ Δ1 και για κάθε 𝑥 ∈ Δ1
 έχουμε: 𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡ℎ(𝑥)
 𝑎− 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
 𝑔(𝑥)
 𝑎
 η οποία είναι παραγωγίσιμη στο Δ1 ως άθροισμα
 παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο:
 𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑡 𝑑𝑡ℎ 𝑥
 𝑎
 ′
 − 𝑓 𝑡 𝑑𝑡𝑔 𝑥
 𝑎
 ′
 =
 = 𝑓 ℎ 𝑥 ∙ ℎ′ 𝑥 − 𝑓 𝑔 𝑥 ∙ 𝑔′ 𝑥 .
 το ίδιο κάνουμε σε όλα τα Δ1 , Δ2 ,…, Δν και θα βρούμε τον ίδιο τύπο για την 𝐹′(𝑥) . (η 𝐹′ δηλ. είναι κλαδική συνάρτηση).
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σύντομες επισημάνσεις 1
 αν η f έχει ακρότατο στο xo και είναι παραγωγίσιμη σε αυτό ⟹ 𝑓′ 𝑥𝑜 = 0.
 αν η f έχει σημείο καμπής στο xo και είναι 2 φορές παραγωγίσιμη σε αυτό 𝑓′′ 𝑥𝑜 = 0.
 αν η f είναι συνεχής στο [α,β] τότε παίρνει σε αυτό μέγιστη και ελάχιστη τιμή. Αν αυτές τις παίρνει σε εσωτερικά σημεία x1 και x2 τότε αν είναι και παραγωγίσιμη σε αυτά θα είναι: 𝑓′ 𝑥1 = 𝑓′ 𝑥2 = 0 (Fermat).
 Δημήτρης Ρουμελιώτης - Μαθηματικός

Page 104
						

σύντομες επισημάνσεις 2
 αν επιπλέον είναι και 2 φορές παραγωγίσιμη στο [α,β] τότε θα υπάρχει ξ ανάμεσα στα x1 και x2 τέτοιο ώστε 𝑓′′ 𝜉 = 0 (Rolle).
 • Αν 𝑓 παραγωγίσιμη σε διάστημα Δ και 𝑓′(𝑥) ≠ 0 τότε η f είναι ‘’1-1’’ στο διάστημα Δ. Αν επιπλέον η 𝑓′ είναι συνεχής στο Δ ή η 𝑓 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο Δ , τότε η 𝑓′ ως συνεχής θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ άρα η 𝑓 θα είναι γνησίως μονότονη στο Δ. Το πρόσημο της 𝑓′ σε εσωτερικό σημείο του Δ θα μας φανερώσει και το είδος μονοτονίας της 𝑓.
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σύντομες επισημάνσεις 3
 Αν 𝑓 συνεχής στο 𝑅 τότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
 αν 𝑓 άρτια και παραγωγίσιμη τότε η 𝑓′ είναι περιττή.
 αν 𝑓 περιττή και παραγωγίσιμη τότε η 𝑓′ είναι άρτια.
 αν 𝑓 γνήσια αύξουσα και παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ τότε 𝑓′ 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 εσωτερικό του Δ
 αν 𝑓 γνήσια φθίνουσα και παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ τότε 𝑓′ 𝑥 ≤ 0, ∀𝑥 εσωτερικό του Δ
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σύντομες επισημάνσεις 4
 αν 𝑓 είναι κυρτή και 2 φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ τότε 𝑓′′ 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 εσωτερικό του Δ
 αν 𝑓 είναι κοίλη και 2 φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ τότε 𝑓′′ 𝑥 ≤ 0, ∀𝑥 εσωτερικό του Δ
 τα όρια lim𝑥→∞
 𝜂𝜇𝑥 και lim𝑥→∞
 𝜎𝜐𝜈𝑥 δεν υπάρχουν. Σε
 όρια συναρτήσεων που περιέχουν τα παραπάνω χρησιμοποιούμε κριτήριο παρεμβολής.
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και καλή τύχη σε όσους στηρίζουν την επιτυχία τους στην τύχη !
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