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- 1 - Колебательные процессы. Во все времена колебательные процессы изучались на основе доступных вниманию человека колебательных движений. Однако накопленные наблюдения впервые проанализировал и систематизировал величайший мыслитель древности - Аристотель. (384 – 322 гг. до н.э.) Аристотель родился в Греции, в г. Стагире. [ 1 Дягил.] Когда ему исполнилось 18 лет он приехал в Афины в академию Платона, в которой жил и учился около двадцати лет. Аристотель был любимым учеником Платона. Платон называл его “умом своей школы”. С 343 по 335 г. до н.э. Аристотель жил в столице Македонии в качестве наставника Александра Македонского. Будущий полководец, так отзывался о своем учителе : ”Я чту Аристотеля наравне со своим отцом, так как если я отцу обязан жизнью, то Аристотелю обязан всем, что дает ей цену”. В 335 г. до н.э. Аристотель возвратился в Афины, где организовал свой лицей, которым руководил 13 лет. После смерти Александра Македонского Аристотель был изгнан из Афин на остров Эвбея, где прожил до конца жизни. Аристотелем было написано много работ. Среди них выделяется работа под названием “Физика”. Следует отметить, что слово “физика,” в переводе с латинского означает “природа”. Аристотель его впервые употребил для обозначения области знаний, связанных с изучением природы. Все механические движения Аристотель делит на три вида: круговые, естественные и насильственные (происходящие под действием сил). По его мнению круговое движение – это самое совершенное движение, происходящее от небесного мира. Механикой колебательных движений интересовался Леонардо да Винчи. [ 1 ] В своих наблюдениях он приблизился к пониманию резонанса, говоря об увеличении амплитуды колебаний системы при совпадении собственной частоты колебаний с частотой вынужденных колебаний. Он пишет: “Удар в колокол получает отклик и приводит в слабое движение другой подобный колокол, и тронутая струна лютни находит ответ и приводит в слабое движение другую подобную струну той же высоты на другой лютне.” Современник Леонардо да Винчи - Галилео Галилей (1564 – 1642 гг.) свои многочисленные наблюдения, опыты и размышления опубликовал в книге под названием “Диалог” [ 1, 2 ]. В книге впервые описал открытый им закон инерции и сформулировал механический принцип относительности движения, который позже обобщили Ньютон и Энштейн. Галилей впервые дал строгое определение равноускоренного движения, показал, что такое движение свойственно свободно падающему телу. В связи с этим движение маятника можно рассматривать как последовательный ряд падений и подъемов тела по дуге окружности. Поэтому, если скорости падения тел не зависят от их масс, следовательно маятники одинаковой длины должны иметь равные
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- 2 - периоды колебаний независимо от веса грузов. Галилей, тем самым, опроверг утверждение Аристотеля о том, что более тяжелые тела падают с большей скоростью, чем легкие. По мере накопления знаний о колебательных процессах, в среде ученых возникало убеждение в том, что должна быть некая общая, универсальная математическая теория, посредством которой можно было бы описать любые колебательные процессы, независимо от их природы. И только с созданием дифференциального исчисления, независимо друг от друга Ньютоном и Лейбницем такая возможность появилась [ 3,4 ]. Иссак Ньютон (1642 – 1727) [ 2, 5 ] - сын небогатого землевладельца из Вульсторпа. Во время учебы в школе много времени увлеченно занимался созданием сложных механических игрушек. После окончания школы в 1660 г. поступил в Кембриджский университет. За семь лет напряженной работы прошел все ступени образования в колледже и закончил Кембриджский университет со степенью магистра. В 1665 г. в Англии распространилась чума и Ньютон уехал в родной Вульсторп, где пробыл до 1668 г. Этот период для Ньютона оказался самым плодотворным. В это время, помимо других работ, им было создано дифференциальное и интегральное исчисление. В 1669 г. профессор Кембриджа И. Барроу передал ему свою кафедру. В 1696 г. Ньютон занял пост инспектора, а затем директора монетного двора. За заслуги перед королевством Англии в 1705 г. королева Анна возвела его в рыцарское достоинство. Ньютон был прежде всего физиком, а не математиком. Другими словами, метод дифференциального исчисления возник в его сознании как метод, который позволял решать реальные физические задачи, в частности, связанные с движением небесных тел. В связи с этим первая производная в физике трактуется как скорость, вторая - как ускорение. При создании дифференциального исчисления Ньютон решал задачи исходя из разложения функции в бесконечные степенные ряды. Готфрид Лейбниц [ 1 ], сын нотариуса и профессора морали, родился в 1646 г. в Лейпциге, в городе, где родились Бах и Гете. В 15 лет он поступил в университет а в 20 окончил два факультета университета – филосовский и юридический. После защиты юридической диссертации на степень доктора был приглашен на службу к майнцскому курфюрсту, при дворе которого, выполняя дипломатические поручения, провел большую часть жизни. Дипломатическая служба позволяла ему посещать европейские столицы и завязывать отношения с выдающимися учеными. Так, например, Петр 1 будучи в Европе советовался с Лейбницем по поводу организации Российской академии наук. Лейбниц, [ 4 ] в отличие от Ньютона, приходит к созданию дифференциального исчисления другим путем. Основные идеи он опубликовал в 1984 году в журнальной статье “ Новый метод для
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- 3 - максимумов и минимумов, а также для касательных, для которого не являются препятствием дробные и иррациональные количества, и особый вид исчисления для этого”. В ней он формулирует правила дифференцирования суммы, произведения, частного и степени и условие экстремума для точек перегиба. Предложенные Лейбницем символика и основные термины (дифференциал, дифференциальное уравнение, функция и т.д.) оказались настолько удобными, что сохранились до наших дней. Таким образом, с появлением дифференциального исчисления стало возможно создание общей теории колебаний и волн. С помощью дифференциальных уравнений появилась возможность описывать общие свойства колебательных процессов в реальных системах без детализации их природы (механической, электрической, химической и т.д.) Благодаря общим закономерностям результаты анализа могут быть перенесены от микрообъектов к космическим объектам, как например, в теории возмущений. Неоценимый вклад в развитие колебательных процессов и волн внес французский математик Жан Батист Фурье. [ 6 ] В 1807 г. он сделал доклад перед членами французской академии наук о распространении тепла. В своем докладе он изложил метод разложения функций в тригонометрический ряд. Вскоре этот метод, получивший название преобразование Фурье, стал мощным инструментом исследования волн и колебаний. Метод позволяет форму колебательного процесса представить в виде суммы синусоидальных и косинусоидальных функций. Другими словами, любое негармоническое колебание можно представить как сумму гармонических колебаний, т.е. представить спектр негармонического колебания. В настоящее время спектральный анализ является одним из основных методов изучения природных явлений, от квантовой физики до астрофизики. Спектральный анализ широко применяется в криминалистике для анализа состава элементов вещества, а также лежит в основе создания музыкальных синтезаторов. Гармонические колебания. Следует отметить, что термины и определения, связанные с колебаниями и волнами, подробно изложены, например, в [ 7,8 ] , а также в других известных учебниках. Рассмотрим гармонические незатухающие колебания. Такие колебания описываются линейным дифференциальным уравнением второго порядка:
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- 4 -
 𝒅𝟐𝒙𝒅𝒕𝟐
 + 𝝎𝟐𝒙 = 𝟎 Решением этого уравнения являются тригонометрические функции, описывающие гармонические колебания: x(t) = A sin (ωt + α) ( 2 ) x(t) = A cos (ωt + α) где: x ( t ) - смещение. В этих уравнениях x ( t ) в общем случае является обобщенной функцией, которая может быть представлена любой физической величиной, например, механическим смещением, электрическим зарядом, напряжением, давлением, температурой и т.д. А - амплитуда колебаний, ω - круговая или циклическая частота колебаний, α - начальная фаза колебаний, ( ω t + α ) - фаза колебаний в некоторый момент времени t. Модель математического маятника представляет собой тело массы m небольшого размера, по сравнению с длиной нерастяжимой невесомой нити длины l, в поле силы тяжести mg, рис. 1.
 Рис. 1.
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- 5 - Если маятник вывести из положения равновесия, на маятник будет действовать сила F, являющаяся проекцией силы тяжести mg и выполняющая роль возвращающей силы. Возвращающая сила в процессе перехода из положения равновесия в крайнее правое затем в левое положение изменит свое направление два раза. Маятник будет совершать свободные колебания. Период колебаний T и частота колебаний ω математического маятника соответственно равны:
 𝐓 = 𝟐𝛑�𝐥𝐠
 𝛚 = �𝐠𝐥 ( 3 )
 где: l - длина нити, g - ускорение свободного падения. Из соотношения ( 3 ) следует, что частота свободных колебаний маятника зависит от длины нити и ускорения свободного падения. Частота, с которой раскачивается маятник, называется собственной частотой колебаний системы. Например собственная частота колебаний пружинного маятника зависит от жесткости пружины k и массы тела m :
 𝛚 = �𝐤𝐦
 ( 4 )
 Собственная частота электрического колебательного контура зависит от емкости C и индуктивности L контура: 𝛚 = 𝟏
 √𝐋𝐋 ( 5 )
 Таким образом, соотношения ( 3 ), ( 4 ) и ( 5 ) показывают, что собственная частота свободных колебаний каждой отдельно взятой системы определяется внутренними параметрами этой системы. На примере колебаний математического маятника рассмотрим, как влияют собственные параметры маятника на его период. В колебательную систему математического маятника входит тело, массой m на нити длиной l
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- 6 - и гравитационное поле, которое создает Земля. Ускорение свободного падения определяется законом всемирного тяготения и равно: g = 𝐆 𝐌
 𝐑𝟐 ( 6 )
 где: G - гравитационная постоянная, равная 6,67 * 10-11 Н м2 / кг2, M - масса Земли, 5,97 * 1024 кг, R - средний радиус земного шара, 6,37 * 106 м. Из соотношений видно, что от величины ускорения свободного падения, следовательно и от величины возвращающей силы зависит период колебаний математического маятника T. Таким образом период колебаний одного и того же математического маятника на Луне станет больше, а на Юпитере станет меньше, поскольку ускорение свободного падения на Луне составляет 1,62 м / с2, а на Юпитере 24,9 м / с2. ( Массы планет, соответственно, составляют 7,34 *1022 кг и 1,9 * 1027 кг, а радиусы планет 1,737 * 106 м и 6,99 * 107 м.) ( для 0,4 - 3,14; 1,25; 0,77 ) Негармонические колебания. На рис. 2. в графической форме изображены процессы, которые имеют, также, как и гармонические колебания, собственный период колебаний. Эти процессы являются колебательными процессами, но не гармоническими, поскольку не являются функциями синуса или косинуса. Такие колебания называются негармоническими колебаниями.
 Рис. 2.
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- 7 - Чтобы понять, что собой представляют негармонические колебания рассмотрим схему на рис. 3, на которой изображено сразу несколько гармонических колебаний с различными амплитудами, на различных частотах. На горизонтальной оси указаны частоты этих колебаний от ω 1 до ω 5. На вертикальной оси указаны их амплитуды А1, А2 и т.д. Здесь очень важно отметить то, что все гармонические колебания происходят одновременно и являются составляющими колебаниями одного и того же более сложного колебательного процесса - негармонического колебания, которое может выглядеть, как, например, на рис. 2а. Другими словами негармоническое колебание представляют собой сумму гармонических колебаний.
 Рис. 3. Совокупность гармонических колебаний можно представить только в виде отдельных линий, высотой, равной амплитудам колебаний, расположенных на горизонтальной оси частот, как это показано на рис. 4.
 Рис. 4.

Page 9
						

- 8 -
 Рис. 5. Такой набор линий, описывающих негармоническое колебание, называют спектром колебательного процесса, а отдельные частоты колебательного процесса называют гармониками. В музыкальной терминологии их принято называть обертонами или высшими гармониками. Самую низкую частоту колебаний называют основным тоном, которая задает тональность музыкального произведения. Спектры могут быть линейчатыми, как на рис. 4, или на рис. 5, на котором показан спектр излучения электромагнитных волн атома гелия. сплошными, как на рис. 6 или на рис. 7, на котором показан спектр солнечных лучей, полосчатыми, как на рис. 8. или смешанными.
 Рис. 6 .
 Рис. 7.
 Рис. 8.
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- 9 - На рис. 9а приведен пример негармонического колебания в виде последовательности прямоугольных импульсов, который называют еще меандром, а на рис. 9б его спектр.
 а б Рис. 9. На рис. 10 приведены примеры нескольких спектров звуковых колебаний, которые способны издавать музыкальные инструменты. Из рисунка видно, что инструменты обладают различным набором частот, т.е. гармоник , что и приводит к разному тембру звучания инструментов. Например, у кларнета большая часть спектра звучания находится в области средних и высоких частот. Поэтому кларнет, звучит высоко и пронзительно. У тубы спектр находится в области низких частот, поэтому звук у тубы басовый.
 Рис. 10.
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- 10 - Очевидно, что между формой периодической кривой колебательного процесса и его спектром существует функциональная зависимость. Как было ранее отмечено, такую связь нашел математик Жан Батист Фурье. Он установил, что любая периодическая функция может быть представлена в виде суммы тригонометрических функций с частотами, кратными основной частоте. 𝐟 ( 𝐭 ) = 𝟏
 𝟐 𝐚𝐨 + ∑ ( 𝐚𝐧 𝐜𝐨𝐜 𝐧𝛚𝐭 + 𝐛𝐧 𝐜𝐬𝐧 𝐧 𝛚𝐭 )∞
 𝐧=𝟏 ( 7 ) где: ao - постоянная составляющая, которая определяется интегралом: 𝐚𝐨 = 𝟏
 𝛑 ∫ 𝐟 ( 𝐭 )𝛑−𝛑 𝐝𝐭
 n - целое число, ω - частота колебаний первой (основной гармоники), 𝐚𝐧 и 𝐛𝐧 - коэффициенты, которые определяются следующими интегралами: 𝐚𝐧 = 𝟏
 𝛑 ∫ 𝐟 ( 𝐭 ) 𝐜𝐨𝐜 𝐧 𝛚 𝛑−𝛑 𝐭 𝐝𝐭
 𝐛𝐧 = 𝟏
 𝛑 ∫ 𝐟 ( 𝐭 ) 𝐜𝐬𝐧 𝐧 𝝎𝛑−𝛑 𝐭 𝐝𝐭
 Из определения негармонического колебания следует, что период негармонического колебания зависит от числа гармоник и определяется следующим соотношением [ 8, 9 ]:
 𝐓 = 𝟐 𝛑�𝐥 𝐠� {𝟏 + (𝟏𝟐)𝟐𝐜𝐬𝐧𝟐 𝛂
 𝟐+ (𝟏
 𝟐∙ 𝟑𝟒)𝟐𝐜𝐬𝐧𝟒 𝛂
 𝟐+ ⋯
 ⋯+ �( 𝟐 𝒏−𝟏 )! !
 ( 𝟐 𝒏 )! ! ]𝟐 𝐜𝐬𝐧𝟐 𝒏 ( 𝜶
 𝟐 � + ⋯ } ( 8 )
 т.е. с увеличением угла отклонения от положения равновесия, период маятника увеличивается.
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- 11 - Следует отметить, что в природе не существует гармонических колебаний. В природе существуют только негармонические колебания. Однако при рассмотрении тех или иных колебательных процессов, особенно при малых амплитудах колебаний, весьма удобно рассматривать колебательные процессы, как гармонические, в виду малого отличия их от негармонических. Так, например, при углах отклонения математического маятника до 10 – 15 градусов ошибка составляет вполне допустимые доли процента. Задание 1. Провести измерения и установить зависимость периода гармонических колебаний математического маятника от возвращающей силы. Известно, что возвращающей силой в математическом маятнике является проекция силы тяжести грузика маятника, которая зависит от напряженности гравитационного поля. Для изменения возвращающей силы необходимо изменить гравитационное поле, что невозможно сделать в лабораторных условиях . Однако для изменения возвращающей силы можно использовать другие поля, например, магнитное. Для этого необходимо поместить под грузик маятника из ферромагнетика постоянный магнит для создания однородного магнитного поля, который, притягивая грузик, увеличит возвращающую силу. Очевидно, что при удалении грузика от магнита эта сила будет уменьшаться. Таким образом на маятник будут действовать две силы: сила тяжести грузика Р и сила притяжения магнита F, рис. 1.
 Рис. 1
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- 12 - Уравнение действия сил на грузик в этом случае будет выглядеть следующим образом: 𝐏 ∙ 𝐜𝐬𝐧𝛂 + 𝐅 ∙ 𝐜𝐬𝐧𝛂 = 𝐦𝐚 ( 9 ) Уравнение ( 9 ) преобразуем в форму линейного дифференциального уравнения:
 𝐝𝟐𝐱𝐝𝐭𝟐
 − �𝐪𝐋
 +𝐅𝐦𝐥� 𝐱 = 𝟎
 Откуда циклическая частота и период колебаний маятника будут равны соответственно: 𝛚𝟐 = 𝐪
 𝐋 + 𝐅
 𝐦𝐋 ( 10 )
 𝐓 = 𝟐𝛑 𝛚� = 𝟐𝛑
 �𝐪𝐋 + 𝐅𝐦𝐋
 ( 11 )
 Из уравнения периода определим силу притяжения магнита:
 𝐅 = 𝟒𝛑𝟐𝐦𝐋− 𝐓𝟐𝐦𝐠
 𝐓𝟐= 𝐦�𝟒𝛑
 𝟐𝐋𝐓𝟐
 − 𝐠� ( 12 ) где: m - масса грузика, L - длина нити математического маятника, Т - период колебаний математического маятника, g - ускорение свободного падения. Таким образом, измеряя период колебаний Т маятника при разных расстояниях между грузиком и маятником δ по формуле ( 12 ) можно рассчитать значения силы притяжения магнита F.
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- 13 - Здесь следует еще раз отметить, что изложенные выше рассуждения возможны только для модели, в которой используется однородное магнитное поле. Поэтому при проведении измерений на лабораторной установке неоднородное поле магнита необходимо рассматривать как однородное с некоторой заданной минимальной погрешностью. Порядок выполнения задания 1. 1. Установить длину нити маятника L = 0,4 м и измерить период колебаний маятника Т без магнитного поля, отклонив маятник от положения равновесия на 15о. Для уменьшения систематической погрешности при измерении периода необходимо измерять время двадцати колебаний τ20 и затем рассчитать время одного периода колебаний Т. Измеренные значения внести в таблицу 1. 2. Не изменяя длину нити маятника, установить между центром грузика в виде шара и магнитом расстояние равное 30 мм, и отклонив маятник на 150, измерить время τ20 маятника. Измеренные значения τ20 записать в таблицу 1. Таблица 1. δ, м Без магн. 30 35 40 50 80 110 150 200
 τ20, с T, с F, Н 3. Далее, устанавливая расстояние между магнитом и центром шарика в соответствии с таблицей 1, проводить измерения τ20 по п. 2. 4. Для каждого значения периода рассчитать силу притяжения магнита F по формуле ( 12 ). Расчетные значения силы F записать в таблицу 1. 5. Построить график зависимости периода колебаний Т от силы притяжения магнита F. Объяснить полученные результаты. Задание 2. Уравнение ( 10 ) описывает частоту колебаний математического маятника в суммарном гравитационном и магнитном полях. Будем считать, что суммарное поле соответствует гравитационному полю неизвестной планеты.
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- 14 - Тогда период колебаний математического маятника будет определяться длиной нити маятника и ускорением свободного падения на неизвестной планете go.
 𝐓 = 𝟐𝛑� 𝐋𝒈𝒐
 ( 13 )
 Чтобы найти это ускорение приравняем уравнение ( 11 ) и ( 13 ). Решая полученное уравнение относительно go, получим формулу для определения ускорения свободного падения на неизвестной планете. go = g + 𝐹𝑜
 𝒎 ( 14 )
 где: m - масса грузика маятника. Fo - сила гравитационного притяжения грузика маятника на неизвестной планете, определяется по формуле ( 12 ). Зная плотность вещества планеты, а также учитывая напряженность гравитационного поля планеты, которая рассчитывается по формуле ( 6 ) можно определить массу планеты и ее радиус. Порядок выполнения задания 2. 1. По измеренному значению периода математического маятника при расстоянии между грузиком маятника и магнитом δ = 30 мм и длине нити маятника L = 0,4 м вычислить возвращающую силу по формуле ( 12 ). Затем по формуле ( 14 ) рассчитать ускорение движения грузика, считая его ускорением свободного падения на неизвестной планете go. Наконец, воспользовавшись законом всемирного тяготения и формулой ( 6 ), определить массу и радиус неизвестной планеты, считая ее среднюю плотность, равную земной, т.е. ρ = 5,5 г / см3. Задание 3. Определить зависимость периода колебаний математического маятника от амплитуды.
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- 15 -
 𝐓 = 𝟐 𝛑�𝐥 𝐠� {𝟏 + (𝟏𝟐)𝟐𝐜𝐬𝐧𝟐 𝛂
 𝟐}
 Порядок выполнения задания 3.
 1. Измерить период колебаний математического маятника с длиной нити L = 0,4 м при разных углах отклонения α в соответствии с таблицей 3. Измерения периода Т проводить по методике, описанной в п. 1 задания 2.
 Таблица 3.
 α, град.
 5
 10
 20
 30
 40
 50
 60
 70
 τ20 с
 Тизм, с
 Трасч, с
 2. Измерения временных интервалов τ20 проводить с точностью до тысячных долей секунды. Измеренные значения внести в таблицу 3. 3. Сделать расчет периода негармонических колебаний взяв для расчетов только первый член ряда формулы ( 9 ) для углов, указанных в таблице 3, т.е:
 𝐓 = 𝟐 𝛑�𝐥 𝐠� {𝟏 + (𝟏𝟐)𝟐𝐜𝐬𝐧𝟐 𝛂
 𝟐}
 Рассчитанные значения внести в таблицу 3. 4. По измеренным данным и расчетным значениям построить графики зависимости Т = f ( α ) в общей системе координат. Объяснить полученные результаты.
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- 16 - Контрольные вопросы. 1. Что такое свободные незатухающие гармонические колебания, каким уравнением они описываются ? 2. Что такое собственная частота колебаний, от чего она зависит ? Приведите примеры колебательных систем с собственной частотой колебаний. 3. Что такое негармонические колебания? 4. Что такое спектр колебаний ? 5. Каким уравнением описываются затухающие колебания ? 6. Что такое вынужденные колебания, каким уравнением они описываются ? 7. Что такое автоколебания ? 8. Что такое параметрические колебания ? 9. Рассчитать ускорение свободного падения и период колебаний математического маятника с длиной нити 0,4 м, находящегося: а) на Юпитере, масса которого составляет 1,9 * 1027 кг, а радиус - 6,99 * 107 м. б) на Луне, масса которой составляет 7,34 *1022 кг, а радиус - 1,737 * 106 м. Литература. 1. Дягилев Ф.М., Из истории физики и жизни ее творцов, М., Просвещение, 1986 г. 2. Под редакцией Юшкевича А.П., Хрестоматия по истории математики, М., Просвещение, 1977 г. 3. М.Ю.Пантаев, Матанализ с человеческим лицом, М., URSS, 2011г. 4. Б.Л.Яшин, Математика в контексте философских проблем, Москва – Берлин, 2015 г. 5. В.И.Арнольд, Гюйгенс и Барроу , Ньютон и Гук, М., МЦНМО – Династия, 2014 г. 6. Ю.А Храмов, Физики, биографический справочник, М., Наука, 1983 г. 7. Под редакцией В.М.Александрова, Основные принципы и определения, М., МГТУ им. Н.Э.Баумана, 2009 г. 8. Е.В.Журавлева, А.Е.Иванов, Э.П.Карпов, А.В.Кравцов, И.Н.Фетисов, Колебания и волны, лабораторный практикум, М., МГТУ им. Н.Э.Баумана, 2002г. 9. Математический маятник, Википедия.
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