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            ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΛΗ20, ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ ΠΡΩΤΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΙΟΥΛΙΟΥ 2015, Α′ ΜΕΡΟΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ 1. Στους παρακάτω τύπους τα , ,  είναι προτασιακοί τύποι. Ισχύει ότι: 1. ( Σ / Λ ) O τύπος ( ) ( )        είναι αντίφαση. (σωστό) 2. ( Σ / Λ ) O τύπος ( ) ( )        είναι ταυτολογία. (λάθος) 3. ( Σ / Λ ) ( )|            (σωστό) 4. ( Σ / Λ ) | ( )            (λάθος) 2. Θεωρούμε τον τύπο (, ) ( (,) (, )) xy zPxz Pzy    1. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( ) xy x y     αληθεύει στους φυσικούς αριθμούς όπου το κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν x y  (λάθος) 2. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( ) x yx y     αληθεύει στους φυσικούς αριθμούς όπου το κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν x y  (λάθος) 3. ( Σ / Λ ) Ο τύπος xy   αληθεύει στον κύκλο C 5 όπου το κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν «οι κορυφές x και y ενώνονται με ακμή». (σωστό) 4. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( (, ) ) x yPxy    αληθεύει στον τροχό W 10 όπου το κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν «οι κορυφές x και y ενώνονται με ακμή». (Το W 10 είναι το γράφημα που αποτελείται από ένα κύκλο 9 κορυφών και μία ακόμη κορυφή που ενώνεται με όλες τις κορυφές του κύκλου.) (σωστό) 3. Στις παρακάτω προτάσεις οι  και  είναι πρωτοβάθμιοι τύποι. 1. ( Σ / Λ ) Αν η μεταβλητή x δεν εμφανίζεται ελεύθερη στον τύπο  τότε x x     . (σωστό) 2. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( ) x x         (λάθος) 3. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( ) x x x         (λάθος) 4. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( ) x x x         (σωστό) 4. Επιλέγουμε κάποια φύλλα από μία τράπουλα με 52 φύλλα (υπάρχουν 4 χρώματα σε κάθε τράπουλα με 13 χαρτιά το κάθε ένα). 1. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών 5 φύλλων όταν μας ενδιαφέρει η σειρά έτσι ώστε το 1 ο να είναι άσσος είναι 4*P(51,4). (σωστό) 2. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών 5 φύλλων όταν δεν μας ενδιαφέρει η σειρά έτσι ώστε να υπάρχουν στην 5-αδα και οι 4 άσσοι (καρέ του άσσου) είναι 48. (σωστό) 3. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών δύο φύλλων ώστε να είναι και τα δύο από το ίδιο χρώμα (π.χ. σπαθιά) και διαδοχικά στην αρίθμηση είναι 12. (Μετά το 10, η σειρά είναι βαλές, ντάμα, ρήγας.) (σωστό) 4. ( Σ / Λ ) Αν θεωρήσουμε τα 4 αντίστοιχα φύλλα κάθε χρώματος μη διακεκριμένα (π.χ. τους 4 άσσους, τα 3-αρια κλπ.), το πλήθος των 5-αδων όταν δεν έχει σημασία η σειρά επιλογής και κάθε φύλλο μπορεί να εμφανιστεί μέχρι 2 φορές είναι ίσο με τον συντελεστή του 5 x στην παράσταση   13 2 1 x x   . (σωστό) 5. Έστω το σύνολο Α={0,1,2,…,9}. 1. ( Σ / Λ ) Το Α έχει 2 10 -1 μη κενά υποσύνολα. (σωστό) 2. ( Σ / Λ ) Τα υποσύνολα του Α που είναι υπερσύνολα του {1,2} είναι 2*2 8 (λάθος) 
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ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ
 ΠΛΗ20, ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
 ΠΡΩΤΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΙΟΥΛΙΟΥ 2015, Α′ ΜΕΡΟΣ
 ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ
 1. Στους παρακάτω τύπους τα , , είναι προτασιακοί τύποι. Ισχύει ότι:
 1. ( Σ / Λ ) O τύπος ( ) ( ) είναι αντίφαση. (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) O τύπος ( ) ( ) είναι ταυτολογία. (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) ( ) | (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) | ( ) (λάθος)
 2. Θεωρούμε τον τύπο ( , ) ( ( , ) ( , ))x y z P x z P z y
 1. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( )x y x y αληθεύει στους φυσικούς αριθμούς όπου το
 κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν x y (λάθος)
 2. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( )x y x y αληθεύει στους φυσικούς αριθμούς όπου το
 κατηγόρημα P(x,y) ερμηνεύεται σαν x y (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Ο τύπος x y αληθεύει στον κύκλο C5 όπου το κατηγόρημα P(x,y)
 ερμηνεύεται σαν «οι κορυφές x και y ενώνονται με ακμή». (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Ο τύπος ( ( , ) )x y P x y αληθεύει στον τροχό W10 όπου το κατηγόρημα
 P(x,y) ερμηνεύεται σαν «οι κορυφές x και y ενώνονται με ακμή». (Το W10 είναι το
 γράφημα που αποτελείται από ένα κύκλο 9 κορυφών και μία ακόμη κορυφή που
 ενώνεται με όλες τις κορυφές του κύκλου.) (σωστό)
 3. Στις παρακάτω προτάσεις οι και είναι πρωτοβάθμιοι τύποι.
 1. ( Σ / Λ ) Αν η μεταβλητή xδεν εμφανίζεται ελεύθερη στον τύπο τότε x x .
 (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( )x x (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( )x x x (λάθος)
 4. ( Σ / Λ ) Ισχύει πάντα ότι ( )x x x (σωστό)
 4. Επιλέγουμε κάποια φύλλα από μία τράπουλα με 52 φύλλα (υπάρχουν 4 χρώματα σε κάθε
 τράπουλα με 13 χαρτιά το κάθε ένα).
 1. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών 5 φύλλων όταν μας ενδιαφέρει η σειρά έτσι ώστε
 το 1ο να είναι άσσος είναι 4*P(51,4). (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών 5 φύλλων όταν δεν μας ενδιαφέρει η σειρά έτσι
 ώστε να υπάρχουν στην 5-αδα και οι 4 άσσοι (καρέ του άσσου) είναι 48. (σωστό)
 3. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των επιλογών δύο φύλλων ώστε να είναι και τα δύο από το ίδιο
 χρώμα (π.χ. σπαθιά) και διαδοχικά στην αρίθμηση είναι 12. (Μετά το 10, η σειρά είναι
 βαλές, ντάμα, ρήγας.) (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Αν θεωρήσουμε τα 4 αντίστοιχα φύλλα κάθε χρώματος μη διακεκριμένα
 (π.χ. τους 4 άσσους, τα 3-αρια κλπ.), το πλήθος των 5-αδων όταν δεν έχει σημασία η
 σειρά επιλογής και κάθε φύλλο μπορεί να εμφανιστεί μέχρι 2 φορές είναι ίσο με τον
 συντελεστή του 5x στην παράσταση
 1321 x x . (σωστό)
 5. Έστω το σύνολο Α={0,1,2,…,9}.
 1. ( Σ / Λ ) Το Α έχει 210-1 μη κενά υποσύνολα. (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Τα υποσύνολα του Α που είναι υπερσύνολα του {1,2} είναι 2*28 (λάθος)
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 3. ( Σ / Λ ) Επιλέγουμε τυχαία και ισοπίθανα ένα από τα υποσύνολα του Α. Η
 πιθανότητα να περιλαμβάνει το στοιχείο 0 είναι 1/2 . (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Οι διαφορετικές συμβολοσειρές μήκους 10 που μπορούν να σχηματιστούν
 με όλα τα στοιχεία του Α χωρίς περιορισμούς είναι 10! (σωστό)
 6. Έχουμε πιόνια του scrabble κάθε ένα από τα οποία έχει τυπωμένο επάνω του ένα
 γράμμα του ελληνικού αλφαβήτου. Ένα γράμμα υπάρχει σε πρακτικά απεριόριστα
 πιόνια. Στα παρακάτω, «λέξη» είναι μια ακολουθία γραμμάτων έστω και χωρίς νόημα.
 1. ( Σ / Λ ) Το πλήθος των λέξεων μήκους 10 αν το 2ο, 3ο και 7ο γράμμα είναι
 καθορισμένα και στις οποίες κάθε γράμμα εμφανίζεται μία φορά είναι ίσο με τον
 συντελεστή του 7 / 7!x στην παράσταση 21(1 )x . (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Το πλήθος των λέξεων μήκους 10 που έχουν 4 φωνήεντα στην αρχή και 6
 σύμφωνα στο τέλος είναι ίσο με τον συντελεστή του 10 /10!x στην παράσταση 7 17
 2 3 4 2 6
 1 12! 3! 4! 2! 6!
 x x x x xx x
 . (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Το πλήθος των επιλογών (εδώ δεν έχει σημασία η σειρά) 10 πιονιών έτσι
 ώστε να έχουμε μέχρι δύο εμφανίσεις κάθε γράμματος είναι ίσο με τον συντελεστή
 του 10x στην παράσταση 2 24(1 )x x (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Το πλήθος των λέξεων μήκους 10 που έχουν δύο α και δύο β χωρίς άλλο
 περιορισμό είναι 4*622. (λάθος)
 7. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν;
 1. ( Σ / Λ ) Ένα 3-χρωματίσιμο γράφημα 10 κορυφών έχει σύνολο ανεξαρτησίας
 μεγέθους τουλάχιστον 4. (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Αν το γράφημα G έχει κύκλο Hamilton και διαιρέσουμε* μία ακμή με μία
 κορυφή, το προκύπτον γράφημα συνεχίζει να έχει κύκλο Hamilton. (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Αν το γράφημα G έχει κύκλο Euler και διαιρέσουμε* μία ακμή με μία
 κορυφή, το προκύπτον γράφημα συνεχίζει να έχει κύκλο Euler. (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Το συμπληρωματικό γράφημα του απλού κύκλου C25 έχει κύκλο Euler.
 (σωστό) (*«Διαίρεση μιας ακμής» uv σημαίνει αντικατάσταση της με τις ακμές uw και wv όπου w μια
 καινούργια κορυφή)
 8. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν;
 1. ( Σ / Λ ) Αν το G είναι το μη επίπεδο γράφημα με τον ελάχιστο αριθμό ακμών, τότε
 έχει 5 κορυφές και 10 ακμές. (λάθος)
 2. ( Σ / Λ ) Ο πίνακας γειτνίασης του πλήρους γραφήματος Kn έχει παντού 1. (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Υπάρχει απλό γράφημα με ακολουθία βαθμών 3,3,3,1,0,0 (λάθος)
 4. ( Σ / Λ ) Το μέγιστο πλήθος ακμών που μπορεί να έχει ένα απλό γράφημα με 8
 κορυφές και σύνολο ανεξαρτησίας μεγέθους 4 είναι 20. (λάθος)
 9. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις που αφορούν αλγορίθμους σε γραφήματα αληθεύουν;
 1. ( Σ / Λ ) Σε οποιοδήποτε γράφημα με βάρη η βαρύτερη ακμή δεν μετέχει σε κανένα
 ελάχιστο συνδετικό δένδρο. (λάθος)
 2. ( Σ / Λ ) Σε οποιοδήποτε γράφημα εκκινώντας από την ίδια κορυφή ο αλγόριθμος
 διάσχισης κατά πλάτος δίνει συνδετικό δένδρο με περισσότερα φύλλα από ότι ο
 αλγόριθμος διάσχισης κατά βάθος. (λάθος)
 3. ( Σ / Λ ) Κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου του Dijkstra, η ετικέτα μίας κορυφής
 δεν αυξάνει ποτέ. (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Μια ακμή-γέφυρα συμπεριλαμβάνεται πάντα στο δένδρο διάσχισης κατά
 βάθος. (σωστό)
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 10. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις αληθεύουν;
 1. ( Σ / Λ ) Έστω G απλό μη συνεκτικό γράφημα και u και v μη γειτονικές κορυφές
 του G. Η προσθήκη μιας καινούργιας ακμής μεταξύ των u και v δημιουργεί
 καινούργιο κύκλο αν και μόνο αν οι u και v βρίσκονται στην ίδια συνεκτική
 συνιστώσα του G. (σωστό)
 2. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός των φύλλων σε ένα δένδρο με ρίζα 11 κορυφών (ριζωμένο
 δένδρο) όπου κάθε κορυφή έχει 0 ή 2 παιδιά, είναι 6 (σωστό)
 3. ( Σ / Λ ) Το μέγιστο πλήθος κορυφών που μπορεί να έχει ένα δυαδικό δένδρο
 ύψους h είναι 2h+1-1. (σωστό)
 4. ( Σ / Λ ) Ένα δάσος που περιλαμβάνει k δένδρα και έχει συνολικά n κορυφές έχει
 n-k+1 ακμές. (λάθος)
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ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ
 ΠΛΗ20, ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
 ΠΡΩΤΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΙΟΥΛΙΟΥ 2015, ΜΕΡΟΣ Β′
 1ΕΡΩΤΗΜΑ 1 (μονάδες 25)
 Μια εφαρμογή για το web κατασκευάζει κωδικούς (passwords) για τους χρήστες που
 εγγράφονται σε αυτή. Οι κωδικοί κατασκευάζονται από τα 26 μικρά γράμματα του
 λατινικού αλφαβήτου και τα 10 αριθμητικά ψηφία και έχουν μήκος 20 χαρακτήρων.
 i) Πόσοι είναι οι δυνατοί κωδικοί αν δεν υπάρχει περιορισμός;
 ii) Πόσοι είναι οι δυνατοί κωδικοί αν πρέπει να αποτελούνται από 15 διαφορετικά
 γράμματα ταξινομημένα αλφαβητικά μέσα στον κωδικό (όχι αναγκαστικά σε
 συνεχόμενες θέσεις) και 5 διαφορετικά ψηφία τοποθετημένα με αύξουσα σειρά
 μέσα στον κωδικό;
 iii) Πόσοι είναι οι δυνατοί κωδικοί αν όλοι οι χαρακτήρες πρέπει να είναι διαφορετικοί
 εκτός από τα ‘a’ τα οποία πρέπει να είναι ακριβώς 4;
 iv) Δώστε γεννήτρια συνάρτηση και υποδείξτε τον συντελεστή του x ο οποίος δίνει το
 πλήθος των κωδικών αν κάθε χαρακτήρας (γράμμα ή ψηφίο) μπορεί να εμφανιστεί
 από 0 έως και 3 φορές.
 v) Όπως στο (iv) αλλά αυτή την φορά επιτρέπονται μόνο γράμματα (όχι τα αριθμητικά
 ψηφία) τα οποία είναι ταξινομημένα αλφαβητικά.
 Απάντηση
 i) 3620
 ii) Επιλέγουμε τις θέσεις των 5 ψηφίων μέσα στον κωδικό των 20 ψηφίων με C(20,5)
 τρόπους. Τα 15 διαφορετικά γράμματα επιλέγονται στην συνέχεια με C(26,15)
 τρόπους και τα 5 διαφορετικά ψηφία με C(10,5) τρόπους. Επειδή η τοποθέτηση
 των επιλεγμένων γραμμάτων γίνεται αλφαβητικά μέσα στις επιλεγμένες θέσεις,
 όπως και των ψηφίων γίνεται σε αύξουσα σειρά, με έναν τρόπο, η τελική απάντηση
 δίνεται από τον κανόνα του γινομένου C(20,5)*C(26,15)*C(10,5).
 iii) Επιλέγουμε τις θέσεις των a με C(20,4) τρόπους. Στην συνέχεια πρέπει από το
 σύνολο των 25+10=35 χαρακτήρων να επιλεγούν 16 και να διαταχθούν στις
 υπόλοιπες θέσεις του κωδικού, Αυτό γίνεται με Ρ(35,16) τρόπους. Συνολικά οι
 κωδικοί είναι C(20,4)*P(35,16).
 iv) Επειδή παίζει ρόλο η θέση κάθε χαρακτήρα στον κωδικό θα χρησιμοποιήσουμε
 εκθετική γεννήτρια συνάρτηση. Ο απαριθμητής για κάθε χαρακτήρα είναι 2 3
 11! 2! 3!
 x x x
 και συνεπώς η γεννήτρια συνάρτηση είναι η
 362 3
 11! 2! 3!
 x x x
 στην οποία ζητούμε τον συντελεστή του 20 / 20!x
 v) Εδώ η βασική παρατήρηση είναι ότι αν έχουμε μία συγκεκριμένη επιλογή
 χαρακτήρων καθώς και το πόσες φορές πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάθε ένας (από 0
 έως και 3), ο κωδικός προκύπτει από τις πληροφορίες αυτές μονοσήμαντα. Κατά
 συνέπεια αυτή τη φορά πρέπει να απαριθμήσουμε τις επιλογές κάθε γράμματος (0
 έως 3) χωρίς να δίνουμε σημασία στη σειρά τοποθέτησης. Χρησιμοποιούμε λοιπόν
 συνήθη γεννήτρια η οποία προφανώς είναι:
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 26
 2 31 x x x
 ενώ ζητάμε τον συντελεστή του 20x .
 2ΕΡΩΤΗΜΑ 2 (μονάδες 30)
 α)
 i) Έστω 1 2 1 2, , , προτασιακοί τύποι και p μια προτασιακή μεταβλητή. Δείξτε
 ότι αν 1 1 p και
 2 2 p , τότε 1 2 1 2| .
 ii) Έστω , 1, ,ip i k προτασιακές μεταβλητές, 1 2 kp p p ένας
 προτασιακός τύπος και μία αποτίμηση που ικανοποιεί τον τύπο . Ονομάζουμε
 την μεγιστοτική για τον (αντίστοιχα, ελαχιστοτική) αν δεν υπάρχει άλλη
 αποτίμηση που να ικανοποιεί τον και να αποδίδει Αλήθεια (αντίστοιχα, Ψέμα)
 στις ίδιες προτασιακές μεταβλητές όπως η και σε τουλάχιστον μία ακόμη. Βρείτε
 τις μεγιστοτικές και τις ελαχιστοτικές αποτιμήσεις του .
 iii) Αποδείξτε ότι { ( ), ( ) } | ( )
 Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε όλα τα γνωστά θεωρήματα εκτός από τα Θεωρήματα
 Εγκυρότητας και Πληρότητας.
 β) Θεωρούμε την γλώσσα που ορίζεται σε απλά μη κατευθυντικά γραφήματα και έχει ένα
 διμελές κατηγορηματικό σύμβολο P με ερμηνεία P(x, y): «οι κορυφές x και y συνδέονται
 με ακμή».
 i) Δώστε δύο γραφήματα συμπληρωματικά μεταξύ τους, με τουλάχιστον 3 κορυφές
 που να ικανοποιούν τον τύπο ( ( , ) ( , ) ( , ))x y z P x y P y z P x z .
 ii) Δώστε τύπο που να δηλώνει «όλες οι κορυφές του γραφήματος έχουν βαθμό 3
 εκτός από δύο που έχουν βαθμό 2».
 Απάντηση
 i) Έχουμε ότι 1 2 1 2( ) ( )p p . Αν μία αποτίμηση που τον ικανοποιεί
 αποδίδει στην p τιμή Αλήθεια, τότε αναγκαστικά ο 2 πρέπει να είναι αληθής σε
 αυτή την αποτίμηση. Παρόμοια αν η αποτίμηση αποδίδει στην p τιμή Ψέμα τότε
 ο 1
 αληθεύει σε αυτή την αποτίμηση. Σε κάθε περίπτωση λοιπόν αληθεύει ο
 1 2 και συνεπώς ισχύει η ταυτολογική συνεπαγωγή.
 ii) Ο τύπος αληθεύει αν τουλάχιστον μία από τις προτασιακές μεταβλητές
 , 1, ,ip i k είναι ψευδής. Μπορούμε λοιπόν σε μία αποτίμηση να κάνουμε
 ακριβώς μια εξ’ αυτών ψευδή και τις υπόλοιπες 1k αληθείς. Η αποτίμηση με τις
 αμέσως περισσότερες αληθείς μεταβλητές έχει και τις k αληθείς και δεν
 επαληθεύει τον . Συνεπώς ο έχει k μεγιστοτικές αποτιμήσεις, κάθε μία από
 τις οποίες κάνει ακριβώς μία μεταβλητή ψευδή και τις υπόλοιπες αληθείς. Ως
 προς τις ελαχιστοτικές αποτιμήσεις, παρατηρούμε ότι κάνοντας και τις
 k μεταβλητές ψευδείς, ο τύπος επαληθεύεται. Συνεπώς αυτή είναι και η μοναδική
 ελαχιστοτική αποτίμηση (είναι συνεπώς και ελάχιστη).
 iii) Με χρήση του Θεωρήματος Απαγωγής αρκεί να δείξουμε ότι
 { ( ),( ) , } |
 1. ( ) Υπόθεση
 2. ( ) Υπόθεση
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 3. Υπόθεση
 4. 2,3 MP
 5. 1,4 MP
 6. 3,4 MP
 7. 5,6 MP
 β)
 i) Ο δοθείς τύπος είναι πιο κατανοητός αν αντικαταστήσουμε την συνεπαγωγή με την
 ισοδύναμη αντιθετοανάστροφη μορφή της (όπου εφαρμόσαμε και τον κανόνα De
 Morgan) δηλαδή την ( ( , ) ( , ) ( , ))x y z P x z P x y P y z . Αυτός ο τύπος λέει
 ότι αν δύο κορυφές συνδέονται με ακμή τότε και οι δύο συνδέονται με
 οποιαδήποτε άλλη κορυφή. Με άλλα λόγια αν το γράφημα έχει έστω και μία
 ακμή τότε είναι το πλήρες γράφημα (έστω με n κορυφές). Τον τύπο όμως πληροί
 και το γράφημα με n απομονωμένες κορυφές. Τα δύο αυτά γραφήματα είναι
 προφανώς συμπληρωματικά. Άρα για n=3 π.χ., έχουμε το Κ3 και το γράφημα που
 αποτελείται από 3 απομονωμένες κορυφές.
 ii) Οι τύποι 2 και 3 παρακάτω εκφράζουν αντίστοιχα ότι η κορυφή x έχει βαθμό 2
 και 3.
 2( ) ( ( , ) ( , ) ( ( , )))x y z y z P x y P x z w w y w z P x w
 3( ) ( ( , ) ( , ) ( , )
 ( ( , )))
 x y z u y z y u z u P x y P x z P x u
 w w y w z w u P x w
 με την βοήθεια αυτών, ο ζητούμενος τύπος γράφεται:
 1 2 1 2 2 1 2 2 3 3 1 3 2 3 3( ( ) ( ) ( ( )))x x x x x x x x x x x x
 3ΕΡΩΤΗΜΑ 3 (μονάδες 25)
 Κατασκευάζουμε το απλό γράφημα Gn με n κορυφές {v1, v2,…,vn} ενώνοντας δύο κορυφές
 vivj αν και μόνο αν | | 3i j .
 i) Πόσες ακμές έχει το Gn σαν συνάρτηση του n;
 ii) Δείξτε ότι το Gn είναι επίπεδο. (Υπόδειξη: Αποδείξτε με επαγωγή ότι μπορεί το Gn
 να σχεδιαστεί στο επίπεδο έτσι ώστε οι κορυφές vn, vn-1 και vn-2 να βρίσκονται
 στην εξωτερική όψη.)
 iii) Πόσες όψεις έχει το Gn; Δείξτε ότι είναι μεγιστοτικά επίπεδο γράφημα.
 Απάντηση
 i) Η δοθείσα συνθήκη για τις πρώτες τιμές του n=1,2,3 δίνει αντίστοιχα πλήθος
 ακμών 0,1,3. Από n=4 και μετά κάθε αύξηση των κορυφών κατά μία δίνει ένα
 γράφημα Gn+1 το οποίο περιλαμβάνει το Gn σαν επαγόμενο υπογράφημα και έχει
 3 ακμές επιπλέον, από την κορυφή vn+1 στις κορυφές vn, vn-1 και vn-2. Γενικότερα,
 μία κορυφή vi με 3<i<n-3 συνδέεται με 3 κορυφές με μικρότερο δείκτη και με
 άλλες 3 με μεγαλύτερο. Έχει συνεπώς βαθμό 6. Οι «οριακές» κορυφές v1,v2,v3
 έχουν βαθμούς 3,4 και 5 αντίστοιχα (όταν n>5) και αντίστοιχα οι vn, vn-1 και vn-
 2, έχουν βαθμούς 3,4 και 5. Το άθροισμα των βαθμών όλων των κορυφών είναι
 συνεπώς 2(3+4+5)+6(n-6)=6n-12 (για n≥6). Για n=4 και 5 οι ακμές είναι 6 και 9
 αντίστοιχα. Το πλήθος των ακμών του G είναι συνεπώς 3n-6 για n≥3.
 ii) Για n=3 το G3 είναι το K3. Υποθέτουμε ότι το Gn σχεδιάζεται στο επίπεδο με τις
 κορυφές vn, vn-1 και vn-2 και μόνο αυτές να βρίσκονται στην εξωτερική όψη
 (δηλαδή η εξωτερική όψη του Gn είναι ένα τρίγωνο). Η παραπάνω παρατήρηση
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 μας λέει ότι το Gn+1 προκύπτει από το Gn με την σύνδεση μιας καινούργιας
 κορυφής vn+1 με τις κορυφές vn, vn-1 και vn-2. Όμως επειδή υπάρχει επίπεδη
 αποτύπωση του Gn ώστε αυτές οι κορυφές να είναι στην εξωτερική όψη,
 τοποθετούμε την vn+1 στην εξωτερική όψη και την συνδέουμε με αυτές τις
 κορυφές έτσι ώστε i) το γράφημα να παραμείνει επίπεδο και ii) η κορυφή vn-2 να
 βρίσκεται στην «γωνία» που σχηματίζουν οι ακμές vn+1 vn και vn+1 vn-1. Αυτό
 πάντα μπορεί να γίνει μια και οι κορυφές vn, vn-1 και vn-2 σχηματίζουν τρίγωνο. Το
 γράφημα που προέκυψε είναι επίπεδο και έχει εξωτερική όψη στην οποία
 βρίσκονται μόνο οι κορυφές vn+1 vn και vn-1.
 iii) Εφόσον ισχύει ότι m=3n-6, το γράφημα είναι μεγιστοτικά επίπεδο. Από τον τύπο
 του Euler το πλήθος των όψεων του είναι f=3n-6+2-n=2n-4 (για n≥3).
 4ΕΡΩΤΗΜΑ 4 (μονάδες 20)
 α) Δείξτε ότι το πλήθος των φύλλων ενός δένδρου με n≥2 κορυφές είναι
 deg( ) 3
 2 (deg( ) 2)v
 v
 . (Η άθροιση γίνεται πάνω σε όλες τις κορυφές v με βαθμό
 τουλάχιστον 3.)
 β) Δείξτε ότι αν σε ένα γράφημα G με βάρη στις ακμές υπάρχει κύκλος C και ακμή e του
 κύκλου C με βάρος μεγαλύτερο από το βάρος κάθε άλλης ακμής του C, τότε η e δεν ανήκει
 σε κανένα ελάχιστο συνδετικό δένδρο του G .
 Απάντηση
 α) Έστω 1k το πλήθος των φύλλων, 2k το πλήθος των κορυφών βαθμού 2 του δένδρου και
 3k το πλήθος των κορυφών βαθμού μεγαλύτερο ή ίσο του 3. Έχουμε 1 2 3n k k k και
 3
 deg( ) 3 deg( ) 3
 2 (deg( ) 2) 2 deg( ) 2v v
 v v k
 Επίσης
 1 2
 deg( ) 3
 2 2 deg( ) 2 deg( )v V v
 n v k k v
 Αντικαθιστώντας το n παίρνουμε
 1 2 3 1 2
 deg( ) 3
 2( ) 2 deg( ) 2 deg( )v V v
 k k k v k k v
 Λύνοντας ως προς 1k παίρνουμε
 1 3
 deg( ) 3
 2 deg( ) 2v
 k v k
 β) Έστω e=xy η βαρύτερη ακμή του κύκλου C. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα ΕΣΔ Τ του
 G του οποίου η e είναι ακμή. Αφαιρώντας την e το Τ διαμερίζεται σε δύο υποδένδρα έτσι
 ώστε η κορυφή x να βρίσκεται στο ένα από αυτά μαζί ίσως με κάποιες άλλες κορυφές του
 C, και η y στο άλλο μαζί με τις υπόλοιπες. Υπάρχει συνεπώς μία τουλάχιστον ακμή του C
 (μια και είναι κύκλος) e’, διαφορετική από την e, η οποία ενώνει τα δύο υποδένδρα και δεν
 ανήκει στο Τ. Αν αφαιρέσουμε την e από το Τ και προσθέσουμε την e’ παίρνουμε ένα άλλο
 δένδρο με βάρος μικρότερο από το Τ, άτοπο. Άρα η e δεν ανήκει σε κανένα ΕΣΔ.
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 ΠΛΗ 20, ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΙΟΥΛΙΟΥ 2015, Α' ΜΕΡΟΣ
 ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΤΕ ΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΑΣ ΚΑΙ ΜΗΝ ΑΝΟΙΞΕΤΕ ΤΑ
 ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ ΑΝ ΔΕΝ ΣΑΣ ΠΕΙ Ο ΕΠΙΤΗΡΗΤΗΣ
 ΕΠΩΝΥΜΟ…………………………………………ΟΝΟΜΑ……
 …….…………..
 ΠΑΤΡΩΝΥΜΟ……………………………………...ΤΜΗΜΑ……
 ………………..
 ΑΡΙΘΜΟΣ
 ΜΗΤΡΩΟΥ……………………ΥΠΟΓΡΑΦΗ……………………
 ……
 ΟΔΗΓΙΕΣ: Κυκλώστε το γράμμα «Σ» που είναι παραπλεύρως σε κάθε
 πρόταση αν θεωρείτε ότι η πρόταση είναι αληθής ή το γράμμα «Λ» αν
 θεωρείτε ότι είναι ψευδής. ΠΡΟΣΟΧΗ: Μια λάθος απάντηση αφαιρεί ένα
 τέταρτο της μονάδας από το ερώτημα. Σημειώστε μια απάντηση αν είστε
 αρκετά βέβαιοι για αυτήν. Αν χρειάζεστε, χρησιμοποιήστε για πρόχειρο τον
 χώρο μετά το τελευταίο ερώτημα.
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 ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ
 11. Στους παρακάτω τύπους τα φ, χ, ψ είναι προτασιακοί τύποι.
 Ισχύει ότι:
 5. ( Σ / Λ ) χ |= (ψ → φ) → φ (Σωστό)
 6. ( Σ / Λ ) (ψ → φ) → φ |= χ (Λάθος)
 7. ( Σ / Λ ) Αν χ |= φ ψ, τότε χ φ |= ψ (Σωστό)
 8. ( Σ / Λ ) Αν χ |= (φ ψ), τότε χ φ |= ψ (Λάθος)
 12. Ερμηνεύουμε τους παρακάτω τύπους στο σύμπαν των θετικών
 φυσικών αριθμών ΙN* με το διμελές κατηγορηματικό σύμβολο P(x, y)
 να δηλώνει ότι «ο x διαιρεί ακριβώς τον y». Οι παρακάτω προτάσεις
 αληθεύουν σε αυτή την ερμηνεία:
 9. ( Σ / Λ ) ( , ) ( , )x y P x y P y x (Λάθος)
 10. ( Σ / Λ ) ( , ) ( , )x y P x y P y x x y (Σωστό)
 11. ( Σ / Λ ) ( , ) ( , ) ( , )x y z P x y P y z P x z (Σωστό)
 12. ( Σ / Λ ) ( , )x y x y P y x (Λάθος)
 13. Οι παρακάτω δομές ικανοποιούν την
 πρόταση ( , ) ( , )x y x y z P z x P z y :
 13. ( Σ / Λ ) To σύνολο των θετικών φυσικών αριθμών ΙN* με το P(x, y) να δηλώνει ότι
 «ο x είναι πολλαπλάσιο του y». (Σωστό)
 14. ( Σ / Λ ) To σύνολο των φυσικών αριθμών ΙN με το P(x, y) να δηλώνει ότι «ο x
 είναι μικρότερος του y». (Λάθος)
 15. ( Σ / Λ ) Απλός μη κατευθυνόμενος κύκλος με n ≥ 6 κορυφές και με το P(x, y) να
 δηλώνει ότι «οι κορυφές x και y συνδέονται με ακμή». (Λάθος)
 16. ( Σ / Λ ) To δυναμοσύνολο (δηλ. το σύνολο όλων των υποσυνόλων) ενός
 πεπερασμένου συνόλου S με το P(x, y) να δηλώνει ότι «το x είναι υποσύνολο
 του y». (Σωστό)
 14. Σε ένα συνέδριο έχουμε 3 διαφορετικές ομιλίες που διεξάγονται
 ταυτόχρονα και 200 συνέδρους που o καθένας θα παρακολουθήσει μία
 ομιλία. Οι τρόποι να γίνει αυτό είναι:
 17. ( Σ / Λ ) 3200
 αν οι σύνεδροι είναι διακεκριμένοι και δεν υπάρχουν περιορισμοί.
 (Σωστό)
 18. ( Σ / Λ ) 200!
 50!50!100! αν οι σύνεδροι είναι διακεκριμένοι και οι πρώτες δύο ομιλίες
 παρακολουθούνται από 50 συνέδρους η καθεμία. (Σωστό)
 19. ( Σ / Λ ) 202!
 2!200! αν οι σύνεδροι δεν είναι διακεκριμένοι και δεν υπάρχουν
 περιορισμοί. (Σωστό)
 20. ( Σ / Λ ) 200!
 3!197! αν οι σύνεδροι δεν είναι διακεκριμένοι και δεν υπάρχουν
 περιορισμοί. (Λάθος)
 15. Ένα μικρό πλοίο έχει 50 (ίδιες) θέσεις στο σαλόνι και 50 (ίδιες)
 θέσεις στο κατάστρωμα. Σε ένα ταξίδι επιβιβάζονται 80 διακεκριμένοι
 επιβάτες. Οι διαφορετικοί τρόποι να καθίσουν είναι:
 21. ( Σ / Λ ) Όσοι ο συντελεστής του x80
 στην παράσταση 100
 1 x . (Λάθος)
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 22. ( Σ / Λ ) Όσοι ο συντελεστής του x80
 στην παράσταση 2
 2 501 x x x .
 (Λάθος)
 23. ( Σ / Λ ) Όσοι ο συντελεστής του 80 80!x στην παράσταση 2
 2 50
 11! 2! 50!
 x x x
 . (Σωστό)
 24. ( Σ / Λ ) Όσοι ο συντελεστής του x30
 στην παράσταση 50
 1 x , αν καμία θέση στο
 σαλόνι δεν μένει κενή. (Λάθος)
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 16. Επιλέγουμε 5 διαφορετικούς αριθμούς από το 1 μέχρι και το 40 (δεν
 έχει σημασία η σειρά με την οποία επιλέγονται οι αριθμοί). Ισχύει ότι:
 25. ( Σ / Λ ) Όλες οι διαφορετικές πεντάδες είναι όσες ο συντελεστής του x40
 στην
 παράσταση 5
 1 x (Λάθος)
 26. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός 1 εμφανίζεται σε (39,4)C διαφορετικές πεντάδες. (Σωστό)
 27. ( Σ / Λ ) Ο αριθμός 1 δεν εμφανίζεται σε (39,5)C διαφορετικές πεντάδες.
 (Σωστό)
 28. ( Σ / Λ ) Οι διαφορετικές πεντάδες με αριθμούς που δεν ξεπερνούν το 10 είναι
 (40,10)C (Λάθος)
 17. Θεωρούμε απλά μη κατευθυνόμενα γραφήματα με n ≥ 3 κορυφές.
 Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς: 29. ( Σ / Λ ) Κάθε γράφημα με λιγότερες από 2n – 4 ακμές είναι επίπεδο. (Λάθος)
 30. ( Σ / Λ ) Αν ένα γράφημα είναι επίπεδο και έχει κύκλο Hamilton, τότε μπορεί να
 σχεδιαστεί ώστε όλες οι κορυφές του να ανήκουν στην εξωτερική όψη.
 (Λάθος)
 31. ( Σ / Λ ) Αν ένα γράφημα είναι επίπεδο και έχει κύκλο Euler, τότε μπορεί να
 σχεδιαστεί ώστε όλες οι κορυφές του να ανήκουν στην εξωτερική όψη.
 (Λάθος)
 32. ( Σ / Λ ) Όλα τα συνδεόμενα επίπεδα γραφήματα με τον ίδιο αριθμό κορυφών και
 ακμών έχουν τον ίδιο αριθμό όψεων. (Σωστό)
 18. Θεωρούμε απλά μη κατευθυνόμενα γραφήματα με n ≥ 3 κορυφές.
 Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς:
 33. ( Σ / Λ ) Σε κάθε δέντρο Τ με δύο μόνο κορυφές περιττού βαθμού, ο μέγιστος
 βαθμός κορυφής του Τ είναι 2. (Σωστό)
 34. ( Σ / Λ ) Αν ένα συνδεόμενο γράφημα G δεν είναι δέντρο, τότε υπάρχει επαγόμενο
 υπογράφημα του G που έχει κύκλο Hamilton. (Σωστό)
 35. ( Σ / Λ ) Αν ένα συνδεόμενο γράφημα έχει κύκλο Euler, τότε δεν έχει σημεία
 κοπής. (Λάθος) Υπενθύμιση: Μια κορυφή u ενός συνδεόμενου γραφήματος είναι σημείο κοπής αν η αφαίρεση
 της u (και όλων των ακμών που προσπίπτουν σε αυτή) καθιστά το γράφημα μη συνδεόμενο.
 36. ( Σ / Λ ) Αν ένα συνδεόμενο γράφημα έχει κύκλο Hamilton, τότε δεν έχει σημεία
 κοπής. (Σωστό)
 19. Ένα απλό μη κατευθυνόμενο γράφημα G με n ≥ 2 κορυφές είναι
 δέντρο αν και μόνο αν 37. ( Σ / Λ ) Το G είναι συνδεόμενο και όλες του οι ακμές είναι γέφυρες. (Σωστό)
 Υπενθύμιση: Μια ακμή είναι γέφυρα αν δεν ανήκει σε κανένα κύκλο.
 38. ( Σ / Λ ) Το G είναι συνδεόμενο και όλες του οι κορυφές είναι σημεία κοπής.
 (Λάθος) Υπενθύμιση: Μια κορυφή u ενός συνδεόμενου γραφήματος είναι σημείο κοπής αν η αφαίρεση
 της u (και όλων των ακμών που προσπίπτουν σε αυτή) καθιστά το γράφημα μη συνδεόμενο.
 39. ( Σ / Λ ) Το G δεν έχει κύκλους και έχει n – 1 ακμές. (Σωστό)
 40. ( Σ / Λ ) Το G είναι συνδεόμενο, επίπεδο και έχει μία όψη. (Σωστό)
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 20. Οι παρακάτω προτάσεις αληθεύουν για το γράφημα
 του διπλανού σχήματος: 41. ( Σ / Λ ) Το βάρος του Ελάχιστου Συνδετικού Δέντρου είναι
 20. (Σωστό)
 42. ( Σ / Λ ) Το Ελάχιστο Συνδετικό Δέντρο είναι μοναδικό.
 (Λάθος)
 43. ( Σ / Λ ) Κάθε Ελάχιστο Συνδετικό Δέντρο περιέχει την
 ακμή {v5, v6}. (Σωστό)
 44. ( Σ / Λ ) Αν αυξήσουμε το βάρος της ακμής {v2, v6} κατά 2,
 το βάρους του Ελάχιστου Συνδετικού Δέντρου θα γίνει
 22. (Λάθος)
 6
 2 4
 2
 v1 v44 v7
 v2
 v3
 2
 44
 4
 v5 v8
 v6 v9
 5
 7
 1
 9
 13 5
 5
 2
 1
 s

Page 13
						
						

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ
 ΠΛΗ20, ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ
 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΙΟΥΛΙΟΥ 2015, ΜΕΡΟΣ Β'
 1ΕΡΩΤΗΜΑ 1 (μονάδες 25)
 Ένας εκδοτικός οίκος θα διαθέσει 100 (ίδια) βιβλία Μαθηματικών και 60 (ίδια) βιβλία
 Φυσικής σε κάποια Πανεπιστήμια.
 α) Με πόσους τρόπους μπορεί να γίνει η διάθεση των βιβλίων Μαθηματικών σε 10
 Πανεπιστήμια, αν κάθε Πανεπιστήμιο πρέπει να πάρει τουλάχιστον 5 βιβλία
 Μαθηματικών;
 β) Το ΕΑΠ πήρε 30 βιβλία Μαθηματικών και 20 βιβλία Φυσικής. Με πόσους τρόπους
 μπορούν αυτά να τοποθετηθούν σε δύο διακεκριμένα (και αρχικά κενά) ράφια της
 βιβλιοθήκης του, ώστε κάθε ράφι να έχει 15 βιβλία Μαθηματικών και 10 βιβλία Φυσικής;
 γ) Το ΕΑΠ πήρε βιβλία όπως στο (β). Με πόσους τρόπους μπορούν να μοιραστούν τα βιβλία
 αυτά σε 40 φοιτητές ώστε κάθε φοιτητής να πάρει τουλάχιστον ένα βιβλίο (κάθε φοιτητής
 θα πάρει το πολύ ένα βιβλίο Μαθηματικών και το πολύ ένα βιβλίο Φυσικής);
 Επιπλέον των 100 βιβλίων Μαθηματικών και των 60 βιβλίων Φυσικής, ο εκδοτικός οίκος
 αποφάσισε να διαθέσει ακόμη 50 (ίδια) βιβλία Διακριτών Μαθηματικών και 120 (ίδια) βιβλία
 Αλγορίθμων και να δώσει στο ΕΑΠ 200 βιβλία συνολικά.
 δ) Να διατυπώσετε τη γεννήτρια συνάρτηση και να προσδιορίσετε τον όρο του οποίου ο
 συντελεστής δίνει τους τρόπους να πάρει το ΕΑΠ 200 βιβλία από τα παραπάνω.
 ε) Το ΕΑΠ έχει επιλέξει 200 αριστούχους φοιτητές και αυτοί θα παραλάβουν απευθείας τα
 βιβλία από τον εκδοτικό οίκο. Να διατυπώσετε τη γεννήτρια συνάρτηση και να
 προσδιορίσετε τον όρο του οποίου ο συντελεστής δίνει τους τρόπους να μοιραστούν 200
 βιβλία από τα παραπάνω στους αριστούχους φοιτητές, ώστε κάθε φοιτητής να πάρει ένα
 βιβλίο.
 ΑΠΑΝΤΗΣΗ α) Αναθέτουμε αρχικά 5 βιβλία Μαθηματικών σε καθένα από τα 10 Πανεπιστήμια, άρα 50
 βιβλία συνολικά, ώστε να ικανοποιηθεί ο περιορισμός. Αυτό γίνεται με 1 τρόπο, αφού τα
 βιβλία Μαθηματικών είναι ίδια. Τα υπόλοιπα 50 βιβλία Μαθηματικών ανατίθενται στα 10
 Πανεπιστήμια χωρίς περιορισμούς, με 59!
 (50 10 1,50)50!9!
 C τρόπους.
 β) Για καθένα από τα 2 ράφια έχουμε μεταθέσεις 25 αντικειμένων με δύο ομάδες ομοίων:
 τα 15 βιβλία Μαθηματικών και τα 10 βιβλία Φυσικής. Άρα 25!
 15!10!τρόποι τοποθέτησης για
 κάθε ράφι. Οι τοποθετήσεις για τα 2 ράφια είναι ανεξάρτητες, άρα έχουμε
 225!
 15!10!
 τοποθετήσεις συνολικά.
 γ) Αφού τα βιβλία είναι συνολικά 50 και οι φοιτητές 40, 30 φοιτητές παίρνουν από ένα
 βιβλίο (είτε Μαθηματικών είτε Φυσικής) και 10 φοιτητές παίρνουν από δύο βιβλία
 (Μαθηματικών και Φυσικής). Επιλέγουμε με (40,10)C τρόπους τους 10 φοιτητές που
 παίρνουν από δύο βιβλία και με (30,20)C τρόπους τους 20 φοιτητές που παίρνουν τα 20
 βιβλία Μαθηματικών που απομένουν. Οι υπόλοιποι 10 φοιτητές παίρνουν τα 10 βιβλία
 Φυσικής που απομένουν με μοναδικό τρόπο. Άρα έχουμε συνολικά
 40!(40,10) (30,20)
 10!20!10!C C τρόπους να μοιράσουμε τα βιβλία.
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 δ) Έχουμε διανομή 200 ίδιων αντικειμένων (επιλογές βιβλίων του ΕΑΠ) σε 4
 διακεκριμένες υποδοχές (τα 4 είδη βιβλίων) με περιορισμούς χωρητικότητας 100, 60, 50, και
 120, για Μαθηματικά, Φυσική, Διακριτά, και Αλγόριθμους αντίστοιχα. Διατυπώνουμε λοιπόν
 τη συνήθη γεννήτρια συνάρτηση:
 2 100 2 60 2 50 2 1201 1 1 1x x x x x x x x x x x x
 Το ζητούμενο δίνεται από τον συντελεστή του 200x .
 ε) Αντίστοιχο με το (δ), αλλά οι επιλογές των 200 βιβλίων είναι διακεκριμένες, επειδή οι
 φοιτητές που παίρνουν τα βιβλία είναι διακεκριμένοι. Διατυπώνουμε λοιπόν την εκθετική
 γεννήτρια συνάρτηση:
 2 100 2 60 2 50 2 120
 1 1 1 11! 2! 100! 1! 2! 60! 1! 2! 50! 1! 2! 120!
 x x x x x x x x x x x x
 Το ζητούμενο δίνεται από τον συντελεστή του 200
 200!x .
 ΕΡΩΤΗΜΑ 2 (μονάδες 35) α) Να δείξετε ότι |– φ → ((ψ → φ) → ψ). Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε όλα τα γνωστά
 θεωρήματα, εκτός από το Θεώρημα Εγκυρότητας – Πληρότητας.
 β) Έστω p1, p2, …, pn προτασιακές μεταβλητές. Θεωρούμε τους προτασιακούς τύπους
 φ = (p1 → p2) (p2 → p3) … (pn–1 → pn) και ψ = (p1 p2 … pn–1) → pn
 β.1) Να βρείτε όλες τις αποτιμήσεις που ικανοποιούν τον τύπο ψ.
 β.2) Να βρείτε όλες τις αποτιμήσεις που ικανοποιούν τον τύπο φ.
 β.3) Να δείξετε ότι φ |= ψ.
 γ) Θεωρούμε τη γλώσσα της κατηγορηματικής λογικής που ορίζεται σε απλά μη
 κατευθυντικά (μη κατευθυνόμενα) γραφήματα, όπου το σύμπαν είναι οι κορυφές του
 γραφήματος και το διμελές κατηγορηματικό σύμβολο P(x, y) δηλώνει ότι «οι κορυφές x
 και y συνδέονται με ακμή». Σε αυτή την ερμηνεία:
 γ.1) Να δώσετε ένα γράφημα με τουλάχιστον 6 κορυφές και μέγιστο βαθμό κορυφής 3 που
 ικανοποιεί τον παρακάτω τύπο:
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) x y z P x y P y z P z x w P w x P w y P w z
 γ.2) Να δώσετε έναν τύπο που δηλώνει ότι «υπάρχουν ακριβώς δύο κορυφές με βαθμό ίσο με
 1».
 ΑΠΑΝΤΗΣΗ α) Εφαρμόζοντας το Θ. Απαγωγής, αρκεί να δείξουμε ότι φ |– (ψ → φ) → ψ. Για αυτό
 έχουμε την παρακάτω τυπική απόδειξη:
 1. φ Υπόθεση
 2. φ → (ψ → φ) ΑΣ1
 3. ψ → φ 1, 2, ΜΡ
 4. (ψ → φ) → ((ψ → φ) → ψ) ΑΣ3
 5. (ψ → φ) → ψ 3, 4, MP
 β.1) Ο τύπος ψ δεν ικανοποιείται μόνο αν p1 = p2 = …= pn–1 = Α και pn = Ψ. Αυτή είναι η
 μόνη περίπτωση που η υπόθεση γίνεται αληθής και το συμπέρασμα ψευδές. Συνεπώς ο τύπος
 ψ ικανοποιείται από όλες τις αποτιμήσεις, εκτός της (Α, Α, …, Α, Ψ).
 β.2) Αν το p1 είναι Α, ο τύπος φ ικανοποιείται μόνο αν το p2 είναι Α, το p3 είναι Α, κοκ., ώστε
 όλες οι συνεπαγωγές να αληθεύουν επειδή έχουν συμπέρασμα Α. Άρα ο φ ικανοποιείται αν
 όλες οι μεταβλητές είναι Α. Παρόμοια, αν το p1 είναι Ψ και το p2 είναι Α, η πρώτη
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 συνεπαγωγή αληθεύει γιατί έχει υπόθεση Ψ, και ο φ ικανοποιείται μόνο αν όλες οι
 μεταβλητές από την p2 και μετά είναι Α. Έτσι οι υπόλοιπες συνεπαγωγές να είναι αληθείς,
 επειδή έχουν συμπέρασμα Α.
 Για να γενικεύσουμε, θεωρούμε δείκτη k, 0 ≤ k ≤ n, ώστε οι πρώτες k μεταβλητές, μέχρι και
 την pk, να είναι Ψ (δηλ. p1 = … = pk = Ψ) και η pk+1 να είναι Α. Τότε, οι πρώτες k
 συνεπαγωγές αληθεύουν γιατί έχουν υπόθεση Ψ. Ο τύπος φ ικανοποιείται μόνο αν όλες οι
 μεταβλητές από την pk+1 και μετά είναι Α (δηλ. αν pk+1 = … = pn = Α), ώστε οι υπόλοιπες
 συνεπαγωγές να έχουν συμπέρασμα Α και να είναι αληθείς. Άρα ο τύπος φ ικανοποιείται από
 κάθε αποτίμηση όπου οι πρώτες k μεταβλητές, 0 ≤ k ≤ n, είναι όλες Ψ και οι υπόλοιπες n – k
 μεταβλητές είναι όλες Α. Αυτές είναι n+1 αποτιμήσεις συνολικά.
 β.3) Από τα (β.1) και (β.2), βλέπουμε ότι η μοναδική αποτίμηση (Α, Α, …, Α, Ψ) που δεν
 ικανοποιεί τον ψ, δεν ικανοποιεί ούτε τον φ. Ο ψ ικανοποιείται από όλες τις υπόλοιπες
 αποτιμήσεις και συνεπώς η ταυτολογική συνεπαγωγή φ |= ψ αληθεύει.
 γ.1) Ο τύπος δηλώνει ότι υπάρχουν τρεις κορυφές που
 σχηματίζουν τρίγωνο (λόγω απλότητας του
 γραφήματος, αυτές πρέπει να είναι διαφορετικές μεταξύ
 τους) και κάθε κορυφή συνδέεται με τουλάχιστον μία
 από αυτές τις τρεις. Π.χ., το γράφημα στο διπλανό
 σχήμα έχει 6 κορυφές, μέγιστο βαθμό κορυφής 3 και τις
 ιδιότητες που αναφέραμε.
 γ.2) Χρησιμοποιούμε τον τύπο 1( ) ( , ) ( , )D x y P x y z P x z y z που δηλώνει ότι η
 κορυφή x έχει βαθμό ίσο με 1. Ο ζητούμενος τύπος είναι:
 1 1 1( ) ( ) ( )x y x y D x D y z D z z x z y
 ΕΡΩΤΗΜΑ 3 (μονάδες 24)
 α) Έστω συνδεόμενο μη κατευθυνόμενο γράφημα G με n ≥ 2 κορυφές. Θεωρούμε το
 συνδετικό δέντρο Τ του G που παράγεται από την διάσχιση κατά βάθος με αρχική κορυφή
 v. Έστω δύο κορυφές x και y που βρίσκονται στην ίδια απόσταση από την v στο Τ (δηλ.
 στο ίδιο επίπεδο του δέντρου). Να δείξετε ότι οι x και y δεν συνδέονται με ακμή στο G.
 β) Έστω G απλό διμερές μη κατευθυνόμενο γράφημα με 12 κορυφές που όλες έχουν βαθμό
 ίσο με 4. Να δείξετε ότι τα δύο μέρη του G έχουν το ίδιο πλήθος κορυφών και ότι το G
 έχει κύκλο μήκους 4.
 γ) Έστω μη κατευθυνόμενο γράφημα G με n ≥ 2 κορυφές. Να δείξετε ότι αν το G έχει
 σύνολο ανεξαρτησίας με περισσότερες από 2n κορυφές, τότε το G δεν έχει κύκλο
 Hamilton.
 ΑΠΑΝΤΗΣΗ α) Χβτγ, υποθέτουμε ότι η διάσχιση κατά βάθος (ΔκΒ) επισκέπτεται την κορυφή x πριν την
 κορυφή y. Εξ’ ορισμού, πριν εγκαταλείψει την κορυφή x, εκτελώντας παλινδρόμηση προς τον
 πατέρα της x στο Τ, η ΔκΒ πρέπει να έχει επισκεφθεί και εισάγει στο συνδετικό δέντρο Τ, ως
 απογόνους της x (όχι κατ’ ανάγκη παιδιά), όλες τις κορυφές με τις οποίες η x συνδέεται με
 ακμή και δεν έχουν ήδη προστεθεί στο Τ όταν η ΔκΒ επισκέπτεται την x για πρώτη φορά.
 Συνεπώς, αν η ακμή {x, y} υπάρχει στο γράφημα, η κορυφή y θα είναι απόγονος της x στο Τ,
 δηλ. θα εμφανίζεται σε χαμηλότερο επίπεδο από την κορυφή x.
 β) Έστω n1 και n2 το πλήθος των κορυφών σε κάθε μέρος του G. Αφού κάθε ακμή έχει ένα
 άκρο της σε κάθε μέρος του G, θα πρέπει το άθροισμα των βαθμών των κορυφών των δύο
 μερών του G να είναι ίσο, δηλ. 4n1 = 4n2, και συνεπώς n1 = n2 = 6.
 Έστω τώρα μια οποιαδήποτε κορυφή v στο ένα μέρος Χ του G, και έστω u1 και u2 δύο
 γείτονες της v στο άλλο μέρος Υ του G. Επειδή οι κορυφές u1 και u2 έχουν από 4 γείτονες στο
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 Χ, δηλ. την v και 3 ακόμη κορυφές, και επειδή το X έχει μόνο 6 κορυφές, πρέπει οι u1 και u2
 να έχουν τουλάχιστον έναν ακόμη κοινό γείτονα στο Χ (εκτός της v). Έστω λοιπόν w ο
 δεύτερος κοινός γείτονας των u1 και u2 στο X. Τότε η κλειστή διαδρομή (v, u1, w, u2, v)
 αποτελεί κύκλο μήκους 4 στο G.
 γ) Για να καταλήξουμε σε άτοπο, υποθέτουμε ότι το G έχει κύκλο Hamilton C. Έστω a1, a2,
 …, ak ένα σύνολο ανεξαρτησίας του G με 2k n κορυφές και έστω b1, b2, …, bm οι
 υπόλοιπες κορυφές του G. Αφού k + m = n, έχουμε ότι k > m. Η αρίθμηση, και στις δύο
 περιπτώσεις, εκφράζει τη σχετική θέση αυτών των κορυφών στον κύκλο Hamilton C. Αφού
 οι κορυφές a1, a2, …, ak δεν έχουν καθόλου ακμές μεταξύ τους, πρέπει μεταξύ κάθε ζεύγους
 κορυφών ai και ai+1 να μεσολαβεί, στον C, τουλάχιστον μία κορυφή bj, διαφορετική για κάθε
 ζευγάρι ai, ai+1. Π.χ., o C πρέπει να έχει τη μορφή a1, b1, a2, b2, …, ai, bi, ai+1, …, ak, bk, a1.
 Κάτι τέτοιο όμως δεν είναι εφικτό γιατί k > m.
 ΕΡΩΤΗΜΑ 4 (μονάδες 16)
 α) Από το K6 αφαιρούμε 3 ακμές τέτοιες ώστε ανά δύο να μην έχουν κοινό άκρο. Να δείξετε
 ότι το γράφημα που απομένει είναι επίπεδο.
 β) Θεωρούμε δέντρο Τ. Έστω u μια οποιαδήποτε κορυφή του Τ και έστω v μια κορυφή σε
 μέγιστη απόσταση από την u. Να δείξετε ότι τουλάχιστον μία από τις u και v αποτελεί
 άκρο ενός μονοπατιού μέγιστου μήκους στο Τ. Υπόδειξη: Θεωρήστε ένα μονοπάτι
 μέγιστου μήκους στο Τ και ελέγξτε αν αυτό έχει τομή με το μονοπάτι u – v.
 ΑΠΑΝΤΗΣΗ α) Αφαιρώντας 3 ακμές από το Κ6, ώστε ανά δύο να μην έχουν κοινό
 άκρο, προκύπτουν τρία ζεύγη κορυφών που δεν συνδέονται μεταξύ τους
 (τα άκρα των 3 ακμών που αφαιρέθηκαν). Οι δύο κορυφές κάθε τέτοιου
 ζεύγους συνδέονται με τις 4 κορυφές των άλλων δύο ζευγών (δηλ. με
 όλες τις άλλες κορυφές). Συνεπώς, όπως και αν επιλεγούν οι 3 ακμές που
 αφαιρούνται από το Κ6, καταλήγουμε στο Κ2,2,2, το πλήρες τριμερές
 γράφημα με 2 κορυφές σε κάθε μέρος. Το Κ2,2,2 έχει 6 κορυφές βαθμού 4
 και 12 ακμές. Δεχόμενοι ότι είναι επίπεδο, βλέπουμε από τον τύπο του
 Euler ότι έχει 8 όψεις. Μάλιστα, επειδή 12 = 36 – 6, κάθε όψη μιας
 επίπεδης αποτύπωσης του Κ2,2,2 πρέπει να είναι τρίγωνο. Άρα το γράφημα
 που προκύπτει είναι το οκτάεδρο και μια επίπεδη αποτύπωσή του
 φαίνεται στο διπλανό σχήμα.
 β) Για να καταλήξουμε σε άτοπο, υποθέτουμε ότι οι καμία από τις u και v δεν αποτελεί άκρο
 ενός μονοπατιού μέγιστου μήκους στο Τ. Θεωρούμε λοιπόν ένα άλλο μονοπάτι x – y μέγιστου
 μήκους. Με βάση την υπόθεσή μας, οι x και y πρέπει να είναι διαφορετικές από τις u και v.
 Ας υποθέσουμε αρχικά ότι το μονοπάτι x – y δεν έχει καμία κοινή κορυφή με το μονοπάτι u – v.
 Αφού το Τ είναι δέντρο, πρέπει να υπάρχει μοναδικό μονοπάτι a – b που ενώνει κάποια κορυφή
 του u – v, έστω την a, με κάποια κορυφή του x – y, έστω τη b. Έστω τ1 το μήκος του τμήματος u
 – a, τ2 το μήκος του a – v, μ το μήκος του a – b, λ1 το μήκος του x – b και λ2 το μήκος του b – y
 (βλ. παρακάτω σχήμα στα αριστερά). Αφού η κορυφή a δεν ανήκει στο μονοπάτι x – y, έχουμε
 μ > 0. Έχουμε λοιπόν ότι αν τ2 < λ2, η κορυφή y (και όχι η v) είναι σε μέγιστη απόσταση από την
 u, αφού τ1 + μ + λ2 > τ1 + τ2. Από την άλλη, αν τ2 ≥ λ2, το μονοπάτι x – b – a – v (και όχι το x – y)
 είναι μέγιστου μήκους, αφού λ1 + μ + τ2 > λ1 + λ2. Αφού αυτά αντιβαίνουν στις υποθέσεις μας,
 το μονοπάτι x – y πρέπει να έχει τουλάχιστον μία κοινή κορυφή με το μονοπάτι u – v.
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 u v
 xy
 a
 b
 τ1 τ2
 λ2λ1
 μ
 u v
 xy
 ab
 τ1 τ2
 λ2λ1
 μ
 Έστω λοιπόν a – b το κοινό τμήμα των μονοπατιών u – v και x – y. Αντίστοιχα με την
 προηγούμενη περίπτωση, έστω τ1 το μήκος του τμήματος u – a, τ2 το μήκος του b – v, μ το
 μήκος του a – b, λ1 το μήκος του x – a και λ2 το μήκος του b – y (βλ. παραπάνω σχήμα στα
 δεξιά). Τώρα μπορεί οι κορυφές a και b να ταυτίζονται, οπότε υποθέτουμε μόνο ότι μ ≥ 0. Όπως
 και πριν, αν τ2 < λ2, η κορυφή y (και όχι η v) είναι σε μέγιστη απόσταση από την u, αφού τ1 + μ
 + λ2 > τ1 + μ + τ2. Συνεπώς πρέπει να είναι τ2 ≥ λ2, οπότε το μονοπάτι x – a – b – v είναι
 μέγιστου μήκους, αφού λ1 + μ + τ2 ≥ λ1 + μ + λ2, και η κορυφή v αποτελεί άκρο ενός μονοπατιού
 μέγιστου μήκους στο Τ.
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