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 Θωμάς Ραϊκόφτσαλης
 Α. ΕΙΣΑΓΩΓΗ
 ΘΕΜΑ Α1 Γ_Μ_Μ_ΑΘΡ_ΕΙ_Β_ΕΚ_29
 Έστω ο μιγαδικός αριθμός z i , , . Τι καλούμε:
 1. Πραγματικό μέρος του z. 2. Φανταστικό μέρος του z. 3. Συζυγή του z. 4. Εικόνα του μιγαδικού z στο μιγαδικό επίπεδο. 5. Διανυσματική ακτίνα του μιγαδικού z στο μιγαδικό επίπεδο.
 ΘΕΜΑ Α2 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΙ_Β_ΕΚ_01
 Εξηγήστε γιατί είναι λάθος η πρόταση: « Για τον αριθμό z x yi ισχύει πάντα ότι Re(z) x και Im(z) y ».
 ΘΕΜΑ Α3 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΠ_Α_ΕΚ_27
 Σε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις να σημειωθεί το Σ (σωστό) ή το Λ (λανθασμένη). 1. Οι εικόνες δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών z, w είναι σημεία
 συμμετρικά ως προς τον άξονα y y. Σ Λ
 2. Αν x yi 0, x, y , τότε x y 0. Σ Λ
 3. Για κάθε μιγαδικό z ισχύει: z z. Σ Λ
 4. Αν Re z Im z η εικόνα του z είναι σημείο της ευθείας
 x y 0. Σ Λ
 5. Αν Re z Im z 0 η εικόνα του z είναι σημείο της ευθείας
 x y 0. Σ Λ
 6. Αν z, w με 2 2z w 0, τότε πάντα z w 0. Σ Λ
 7. Αν A,B οι εικόνες των μιγαδικών z, w για τους οποίους ισχύει 2 2z w 0 και O η αρχή των αξόνων, τότε OA OB.
 Σ Λ
 8. Για κάθε z ισχύει: z z 0. Σ Λ
 9. Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος δύο μιγαδικών αριθμών
 1 2z , z ισούται με το άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων των Σ Λ
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 Θωμάς Ραϊκόφτσαλης
 1 2z , z .
 10. Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς δύο μιγαδικών αριθμών
 1 2z , z ισούται με το διάνυσμα BA,
 όπου 1A z και 2B z . Σ Λ
 11. Δυο σημεία του μιγαδικού επιπέδου, που είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων, είναι εικόνες δυο αντίθετων μιγαδικών αριθμών.
 Σ Λ
 12. Ο αριθμός z είναι πραγματικός τότε και μόνο τότε αν ισχύει
 z z 0. Σ Λ
 13. Ο αριθμός z είναι φανταστικός τότε και μόνο τότε αν ισχύει
 z z 0, όπου ν θετικός ακέραιος. Σ Λ
 14. Για κάθε z, w ισχύει πάντα Re z w Re z Re w . Σ Λ
 15. Για κάθε z, w ισχύει z w z w . Σ Λ
 16. Για κάθε z, w ισχύει z z w w . Σ Λ
 17. Για κάθε z, w με z w 0 ισχύει πάντα ότι z w 0. Σ Λ
 ΘΕΜΑ Α4 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΠ_Α_ΕΚ_28
 Σε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις να σημειωθεί το Σ (σωστό) ή το Λ (λανθασμένη).
 1. Αν z i, *, , με 2 2z w 0, τότε πάντα
 1 1 1z i.
 Σ Λ
 2. Η εξίσωση 2x x 0, , , , μπορεί να έχει λύσεις
 τους αριθμούς 5 i και 5 i. Σ Λ
 3. Το άθροισμα δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών, είναι φανταστικός αριθμός.
 Σ Λ
 4. Η διαφορά δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών, είναι πραγματικός αριθμός.
 Σ Λ
 5. Αν z, w με Re z w 0, τότε: Re z Re w 0. Σ Λ
 6. Η εξίσωση 2x x 0, , , , έχει πάντα λύση στο
 . Σ Λ
 7. Αν z w 0, τότε z w 0. Σ Λ
 8. Για κάθε z, w ισχύει z w z w . Σ Λ
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 9. Για κάθε z, w με z w , ισχύει z w. Σ Λ
 10. Για κάθε z ισχύει z Re z . Σ Λ
 11. Αν για τον z ισχύει 2 2z z , τότε z . Σ Λ
 12. Για κάθε z, w ισχύει: z w z w z w z w . Σ Λ
 13. Η εξίσωση 1 2z z z z , με άγνωστο το z και γνωστούς
 τους 1 2z , z με 1 2z z , παριστάνει στο μιγαδικό επίπεδο τη
 μεσοκάθετo του ευθύγραμμου τμήματος που έχει άκρα τα σημεία
 1A z και 2B z .
 Σ Λ
 14. Η εξίσωση 0z z , 0, με άγνωστο το z , παριστάνει
 στο μιγαδικό επίπεδο τον κύκλο με κέντρο 0K z και ακτίνα . Σ Λ
 15. Για κάθε z ισχύει 2
 z z z. Σ Λ
 16. Για κάθε z ισχύει z z z z . Σ Λ
 ΘΕΜΑ Α5 Γ_Μ_Μ_ΑΘΡ_ΕΙ_Β_ΕΚ_56
 i. Πως ορίζεται το σύνολο των μιγαδικών αριθμών και πως συμβολίζεται; ii. Πως ορίζεται το σύνολο των φανταστικών αριθμών και πως συμβολίζεται;
 ΘΕΜΑ Α6 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΙ_Β_ΕΚ_55
 Εξηγείστε γιατί είναι «λάθος» η ακόλουθη πρόταση: « Aν * και ισχύει: i i τότε κατ’ ανάγκη είναι 1 ».
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 Β. ΠΡΑΞΕΙΣ
 ΘΕΜΑ Β1 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_02
 Να προσδιορισθεί ο μιγαδικός z για τον οποίο ισχύουν:
 Re z Im z 2,
 2Re z Im z .
 ΘΕΜΑ Β2 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_03
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί: z 1 2 i, w 3 2 2 i,
 , . Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί λ και αν ισχύει:
 i. z w. ii. z 0.
 ΘΕΜΑ Β3 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_04
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 1z 2 i, 2z 2 i, 3z 2i, 4z 3.
 Να παρασταθούν, στο μιγαδικό επίπεδο με τις εικόνες και τις αντίστοιχες διανυσματικές ακτίνες τους.
 ΘΕΜΑ Β4 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_06
 Να βρείτε τις τιμές του , ώστε ο αριθμός z 3i 2 i να είναι:
 α. πραγματικός αριθμός, β. φανταστικός αριθμός.
 ΘΕΜΑ Β5 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_12
 Να αποδειχθεί ότι 10 10i i 0, όπου , .
 ΘΕΜΑ Β6 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_13
 Να υπολογισθούν οι παραστάσεις: i. 6 16 26 36 46 56i i i i i i .
 ii. 11 41 75 1023
 1 1 1 1.
 i i i i
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 ΘΕΜΑ Β7 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_18
 i. Έστω ο μιγαδικός z, για τον οποίο ισχύει z 1. Να αποδειχθεί ότι: αν | z | 1 ,
 τότε ο z 1
 wz 1
 είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.
 ii. Έστω ο μιγαδικός z με z 0. Να αποδειχθεί ότι: αν ο 1
 w zz
 είναι
 πραγματικός, τότε z είναι πραγματικός ή | z | 1 και αντιστρόφως.
 iii. Έστω ο μιγαδικός z με z i , όπου *. Να αποδειχθεί ότι: αν ο z i
 wiz
 είναι φανταστικός, τότε ο z είναι φανταστικός και αντιστρόφως.
 ΘΕΜΑ Β8 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_33
 Δίνονται: οι , ,
 ο θετικός ακέραιος ,
 οι μιγαδικοί z i και w i.
 i. Να αποδειχθεί ότι w z i .
 ii. Να αποδειχθεί ότι αν 2017z , τότε 2017w . »
 ΘΕΜΑ Β9 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_85
 Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 7 7
 w 2 i 5 2 i 5 είναι πραγματικός.
 ΘΕΜΑ Β10 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_09
 Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί 1 2 3z , z , z , ώστε οι αριθμοί 1 2z z και 2 3z z να είναι
 φανταστικοί. Να αποδειχθεί ότι ο μιγαδικός 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1z z z z z z z z z είναι
 αριθμός αρνητικός ή μηδέν.
 ΘΕΜΑ Β11 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_10
 Έστω ο μιγαδικός αριθμός z, για τον οποίο ισχύει 4 3 2z z z z 1 0.
 Να αποδειχθούν τα εξής:
 i. 5z 1.
 ii. 44 33 22 11z z z z 1 0.
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 ΘΕΜΑ Β12 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_25
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 1 2z , z για τους οποίους ισχύουν:
 1 2z z 1,
 3 31 2z z 2,
 1 2Im z Im z .
 i. Να βρεθούν οι αριθμοί 1 2z , z .
 ii. Αν 1A z , 2B z και O 0,0 η αρχή των αξόνων, να βρεθεί το εμβαδόν του
 τριγώνου OAB.
 iii. Να αποδειχθεί ότι: 100 1001 2z z 1.
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 Γ. ΜΕΤΡΟ
 ΘΕΜΑ Γ1 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Β_ΕΚ_16
 A. Για δύο μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z να αποδειχθούν τα εξής:
 i. 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z 2 Re z z 2Re z z .
 ii. 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2| z z | | z | | z | 2 Re z z | z | | z | 2 Re z z .
 iii. 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2| z z | | z | | z | 2 Re z z | z | | z | 2 Re z z .
 B. Για δύο μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z να αποδειχθεί ότι: 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 2| z z | | z z | 2 | z | 2 | z | .
 ΘΕΜΑ Γ2 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Β_ΕΚ_46
 i. Έστω ο μιγαδικός z 1. Να αποδειχθεί ότι:
 Αν z 1, τότε ο z 1
 wz 1
 είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.
 ii. Έστω ο μιγαδικός z 0. Να αποδειχθεί ότι:
 Ο 1
 w zz
 είναι πραγματικός, αν και μόνο αν, ο z είναι πραγματικός ή z 1. .
 iii. Έστω ο μιγαδικός z i, όπου *. Να αποδειχθεί ότι:
 Ο z i
 wiz
 είναι φανταστικός, αν και μόνο αν, ο z είναι φανταστικός.
 ΘΕΜΑ Γ3 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_20
 Αν z 8 z 2 , να αποδειχθεί ότι Re z 5.
 ΘΕΜΑ Γ4 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_34
 Να βρείτε τους μιγαδικούς z x yi, x, y , για τους οποίους ισχύει:
 i. | z 1 | z.
 ii. | z i | 2z.
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 ΘΕΜΑ Γ5 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_36
 Για κάθε ζεύγος μιγαδικών z, w, να αποδειχθεί ότι ισχύει η σχέση:
 2 2 21 z 1 w z w .
 ΘΕΜΑ Γ6 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_37
 Για κάθε ζεύγος μιγαδικών z, w, να αποδειχθεί ότι ισχύει η σχέση:
 2 2 21 zw 1 z 1 w .
 ΘΕΜΑ Γ7 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_38
 Έστω οι μιγαδικοί z, w, για τους οποίους γνωρίζουμε ότι:
 z 4,
 z 8
 w .z 2
 Να αποδειχθούν τα εξής: i. w 2.
 ii. 2w 4
 .w
 ΘΕΜΑ Γ8 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_48
 Αν για τον μιγαδικό αριθμό z ισχύει: z 4i 1, να αποδειχθεί ότι: 4 z 3 6.
 ΘΕΜΑ Γ9 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_58
 Αν για τους μιγαδικούς 1 2z , z ισχύουν:
 1 2z z 1,
 1 2z z 1,
 να αποδειχθεί ότι: 1 2
 1 2
 z z.
 z z 1
 ΘΕΜΑ Γ10 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_59
 Δίνονται: ο θετικός ακέραιος ,
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 οι μιγαδικοί 1 2 3z , z , z ,..., z με 1 2 3z z z ... z 0.
 Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 1 2 2 3 1 1
 1 2
 z z z z ... z z z zw
 z z ... z
 είναι
 πραγματικός.
 ΘΕΜΑ Γ11 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_60
 Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί 1 2 3z , z , z τέτοιοι, ώστε:
 1 2 3z z z 0,
 1 2 3z z z 0.
 Να αποδειχθεί ότι: 1 2 1 3 2 3
 1 2 3
 z z z z z z.
 z z z
 ΘΕΜΑ Γ12 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_61
 Για κάθε 1 2 3z , z , z , να αποδειχθεί ότι ισχύει: 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3z z z z z z z z z z z z .
 ΘΕΜΑ Γ13 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_63
 Για κάθε 1 2z , z , να αποδειχθούν οι ταυτότητες:
 i. 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 21 z z z z 1 z 1 z .
 ii. 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 21 z z z z 1 z 1 z .
 ΘΕΜΑ Γ14 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_67
 Εάν
 1 2 3z , z , z , τέτοιοι ώστε 1 2 3z z z 1, να αποδειχθεί ότι:
 22 1 2 2 3 3 1 1 2 3
 1 2 2 3 3 1 1 2 31 2 3
 z z + z z + z z + z + z + zz z + z z + z z + z + z + z .
 z z z
 ΘΕΜΑ Γ15 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_68
 Αν 1 2 3z , z , z , ώστε 1 2 3z z z , να αποδειχθεί η ισοδυναμία:
 1 2 21 2 3 3 3 10 z z + z z + zz z z .z 0
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 ΘΕΜΑ Γ16 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_72
 Έστω οι μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί z, w, με αντίστοιχες εικόνες στο μιγαδικό
 επίπεδο τα σημεία z , w .
 Αν O 0, 0 η αρχή των αξόνων και ισχύει 2 2z 2zw 2w 0, να αποδειχθεί ότι
 AB OB OA .
 ΘΕΜΑ Γ17 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_73
 Έστω οι μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί z, w, με αντίστοιχες εικόνες στο μιγαδικό
 επίπεδο τα σημεία z , w .
 Αν O 0, 0 η αρχή των αξόνων και ισχύουν:
 z 4,
 2 24z 2zw w 0, να αποδειχθούν τα εξής:
 i. z w 4 3.
 ii. w 8.
 iii. OAB 8 3 τετραγωνικές μονάδες.
 ΘΕΜΑ Γ18 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Δ_ΕΚ_62
 Αν για τους 1 2 3z , z , z , ισχύει: 1 2 2 3 3 1Im z z Im z z Im z z k 0, να
 αποδειχτούν τα εξής: i. 1 2 3z z z 0.
 ii. 2 2 2
 1 2 3 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 1 3z z z z z z z z z z z z z z z .
 iii. 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 3 3 1 1 2 3z z z z z z 3 z z z .
 ΘΕΜΑ Γ19 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_69
 Για τους μιγαδικούς 1 2 3z , z , z , ισχύουν:
 1 2 3 ,z 0z z
 1 2 2 3 3 1z z + z z + z z 0.
 A. Να αποδειχθούν τα εξής: 1. 2
 1 2 1 3 1z z z z z , 22 3 2 1 2z z z z z , 2
 3 1 3 2 3z z z z z .
 2. 21 2 3z z z , 2
 2 3 1z z z , 23 1 2z z z .
 3. 1 2 3z z z 0.
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 B. Αν επιπλέον γνωρίζουμε ότι 31 2
 2 3 1
 zz z
 z1
 z z, να αποδειχθεί ότι 1 2 3z z z .
 ΘΕΜΑ Γ20 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_70
 Έστω z , ώστε
 z 1,
 z z 1 0, . Να αποδειχθούν τα εξής:
 i. z 1 και z 1.
 ii. 3z 1.
 iii. 1z 1, . iv. 3 2, .
 ΘΕΜΑ Γ21 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_08
 Α. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους
 ισχύει: 1 i z 2 4i 2 2.
 Β. Αν για τους μιγαδικούς 1 2 3z , z , z με 1 2 3 1z z z z ισχύουν:
 11 i z 2 4i 2 2 ,
 21 i z 2 4i 2 2,
 31 i z 2 4i 2 2,
 τότε:
 i. Να βρεθεί ο μιγαδικός w για τον οποίο ισχύει:
 1 2 3w z w z w z .
 ii. Αν επί πλέον ισχύει: 2 2 2
 1 3 2 3 1 2z z z z z z , να βρεθεί ο μιγαδικός
 1 2u z z .
 ΘΕΜΑ Γ22 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_14
 Έστω οι μιγαδικοί z, w τέτοιοι ώστε z w z w.
 i. Αν w 1, να αποδειχθεί ότι 1Re z .
 2
 ii. Αν *z, w και z w z w να αποδειχθεί ότι z 2 ή w 2.
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 ΘΕΜΑ Γ23 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_15
 i. Να λυθεί στο η εξίσωση: 2z z 2.
 ii. Αν 1 2 3z , z , z με 1 2 3z z z , 0, τότε:
 1. Να αποδειχθεί ότι: 1 22
 1 2
 z zIm 0.
 z z
 2. Αν επιπλέον ισχύει 1 2 3z z z 0, να αποδειχθεί ότι: 2 2 21 2 3z z z 0.
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 Δ. ΤΟΠΟΙ
 ΘΕΜΑ Δ1 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Β_ΕΚ_05
 Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z x yi, x, y , για
 τους οποίους ισχύει: i. 2z .
 ii. 1
 z .z
 iii. 2z z Re z 1 . »
 ΘΕΜΑ Δ2 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Β_ΕΚ_11
 Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z που ικανοποιούν τις σχέσεις: i. Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν.
 ii. Το φανταστικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν. iii. Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος.
 ΘΕΜΑ Δ3 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_35
 Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z, w, για τους οποίους γνωρίζουμε ότι:
 8
 w z ,z
 η εικόνα M z κινείται στον κύκλο που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων O 0, 0
 και ακτίνα 2.
 Να αποδειχθεί ότι η εικόνα N w κινείται σε μια έλλειψη.
 ΘΕΜΑ Δ4 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_39
 Έστω η πραγματική παράμετρος και οι μιγαδικοί αριθμοί 25 i
 z .4 3i
 i. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z. ii. Να βρεθεί ο μιγαδικός mz με το μικρότερο μέτρο.
 iii. Για τον μιγαδικό mz του ερωτήματος ii να βρεθούν όλες οι τιμές του ,
 ώστε να ισχύει: mm
 z .z
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 ΘΕΜΑ Δ5 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_40
 Έστω η πραγματική παράμετρος 0, 2 και ο μιγαδικός αριθμός
 z 1 2 i.
 Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του z κινείται σε ένα κύκλο, ο οποίος να προσδιορισθεί.
 ΘΕΜΑ Δ6 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_41
 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων z των μιγαδικών z, για τους
 οποίους ισχύει: z 2 z 2
 Re Im .z 6 z 6
 ΘΕΜΑ Δ7 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_71
 Δίνονται: ο πραγματικός αριθμός 5,
 το τόξο 0, 2 ,
 ο μιγαδικός z 5 i,
 ο μιγαδικός w 2 3i .
 i. Να αποδειχθεί ότι οι εικόνες του z ανήκουν σε μια παραβολή, της οποίας να βρεθεί η εξίσωση.
 ii. Να αποδειχθεί ότι οι εικόνες του w ανήκουν σε μια έλλειψη, της οποίας να βρεθεί η εξίσωση.
 iii. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του z w .
 ΘΕΜΑ Δ8 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_17
 Αν για τον μιγαδικό z ισχύει: z (2 2i) 2, να βρεθούν:
 i. Ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του z στο μιγαδικό επίπεδο. ii. Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του z .
 ΘΕΜΑ Δ9 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_21
 Αν η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει στον κύκλο κέντρου O 0,0 και ακτίνας 1,
 να αποδειχθεί ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού 2z i
 w .iz 2
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 ΘΕΜΑ Δ10 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_22
 Αν για τους μιγαδικούς z ισχύει z 1, να βρεθεί που ανήκουν οι εικόνες των
 μιγαδικών w με w 2z 1.
 ΘΕΜΑ Δ11 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_23
 Να βρεθούν: i. O γεωμετρικός τόπος των εικόνων Μ των μιγαδικών z, για τους οποίους ισχύει:
 z 1 z 4i .
 ii. O μιγαδικός mz με το ελάχιστο μέτρο καθώς και το ελάχιστο μέτρο.
 ΘΕΜΑ Δ12 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_26
 Αν για το μιγαδικό z ισχύει, z 2 2i 2, να βρεθούν:
 i. Ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του z στο μιγαδικό επίπεδο. ii. Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του z .
 ΘΕΜΑ Δ13 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_30
 Αν: οι μιγαδικοί αριθμοί z, w έχουν αντίστοιχες εικόνες τα σημεία , N,
 το κινείται στην ευθεία με εξίσωση 2x 1 0,
 ισχύει z i w w,
 να αποδειχθούν τα εξής: i. w i.
 ii. Το σημείο κινείται σε κύκλο.
 ΘΕΜΑ Δ14 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_31
 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z για τους
 οποίους, ο αριθμός 2
 iw
 z 1
 είναι πραγματικός.
 ΘΕΜΑ Δ15 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_32
 Αν , ώστε 0, να αποδειχθεί ότι, για κάθε τιμή των , , ο
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 γεωμετρικός τόπος των εικόνων του μιγαδικού αριθμού 2 2
 2 2
 iw
 είναι μια
 ημιευθεία.
 ΘΕΜΑ Δ16 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_45
 Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z 3 5 4 5 i, 0 2 .
 i. Να αποδειχθούν τα εξής:
 1. Οι εικόνες όλων των μιγαδικών z , 0 2 , ανήκουν σε κύκλο C .
 2. Ο κύκλος C διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
 ii. Να βρεθεί εκείνος ο μιγαδικός mz , από τους μιγαδικούς z , με το μέγιστο δυνατό
 μέτρο.
 iii. Αν για τους μιγαδικούς w, ισχύει iz 4 2 i ,
 w να αποδειχθεί ότι οι εικόνες
 των μιγαδικών w είναι σημεία συνευθειακά.
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 Ε. ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ
 ΘΕΜΑ Ε1 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_84
 Για κάθε μιγαδικό z, να αποδειχθεί η ισοδυναμία:
 z iIm z 0 1.
 z i
 ΘΕΜΑ Ε2 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_86
 Για κάθε μιγαδικό z με Re z 1, να αποδειχθεί ότι ισχύει: 1 1 1
 .z 2 2
 ΘΕΜΑ Ε3 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_87
 Για κάθε μιγαδικό z με 1
 z ,2
 να αποδειχθεί ότι ισχύει: 3 31 i z i z .
 4
 ΘΕΜΑ Ε4 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_78
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί u, , w, z, για τους οποίους ισχύουν:
 u 1,
 q 1,
 q u z
 w .u z 1
 Να αποδειχθεί ότι: w 1 αν και μόνο αν z 1.
 ΘΕΜΑ Ε5 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_79
 1. Για κάθε μιγαδικό z, να αποδειχθεί ότι ισχύει: 2 21 z 1 z 2.
 2. Αν γνωρίζουμε επιπλέον ότι z 1, να αποδειχθούν τα εξής:
 3 21 z 1 z 1 z .
 2 31 z 1 z 1 z 2.

Page 22
						

20
 Θωμάς Ραϊκόφτσαλης
 ΘΕΜΑ Ε6 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_80
 Έστω οι μιγαδικοί 1 2z , z . Αν M, m 0, ώστε: 1 2M max z , z και
 1 2m min z , z , να αποδειχθούν τα εξής:
 3. 1 2m z z .
 4. 1 2 1 2M z z z z .
 ΘΕΜΑ Ε7 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_81
 Έστω ο μιγαδικός z τέτοιος ώστε: 10 911 z 10 i z 10 i z 11 0. Να αποδειχθούν τα εξής:
 5. 9 11 10izz
 11z 0i.
 1
 6. z 1.
 ΘΕΜΑ Ε8 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_82
 Έστω ο μιγαδικός *z τέτοιος ώστε: 33
 1z 2.
 z Να αποδειχθούν τα εξής:
 i. 3
 1 1z 2 3 z .
 z z
 ii. 1
 z 2.z
 ΘΕΜΑ Ε9 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_83
 Να αποδειχθεί ότι για κάθε μιγαδικό z ισχύει: 21 z 1 z z 1.
 ΘΕΜΑ Ε10 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Δ_ΕΚ_77
 Να αποδειχθεί ότι για κάθε μιγαδικό αριθμό z, ισχύει: 1
 z 12
 ή 2z 1 1.
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 ΣΤ. ΣΥΝΘΕΤΑ - ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ
 ΘΕΜΑ ΣΤ1 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Γ_ΕΚ_74
 Έστω ο μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός z, για τον οποίο ισχύει: 2 1 zz .z 2
 i. Να αποδειχθεί ότι z 1.
 ii. Να αποδειχθεί ότι 3z 1.
 iii. Να βρεθεί ο μιγαδικός z.
 ΘΕΜΑ ΣΤ2 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_57
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί: z i,
 z i
 w ,1 iz
 ο οποίος έχει εικόνα στο επίπεδο το σημείο M w .
 i. Να αποδειχθεί ότι w i.
 ii. Να αποδειχθεί ότι w i
 z .w i
 iii. Αν ισχύει ότι z 1, να αποδειχθεί ότι το σημείο M w ανήκει στον άξονα x x.
 iv. Να αποδειχθεί η ισοδυναμία w z . » »
 v. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση f : , με f ( ) 1, για την οποία
 ισχύουν: z f ( ) i,
 w f ( ) i.
 Να αποδειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα , , τέτοιο ώστε f 0.
 ΘΕΜΑ ΣΤ3 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_76
 Έστω οι μιγαδικοί 1 2 3z , z , z , για τους οποίους γνωρίζουμε ότι:
 1 2 3 1z z z z ,
 1 2 3z z z 1,
 2 3 3 11 22 2 2
 1 2 2 3 3 1
 z z z zz z1.
 z z z z z z
 Να αποδειχθούν τα εξής:
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 i. 2 22
 2 3 3 11 2
 1 2 2 3 3 1
 z z z zz z1.
 z z z z z z
 ii. 2 3 2 3 3 1 3 11 2 1 2
 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2
 z z z z z z z zz z z z1.
 z z z z z z z z z z z z
 iii. Οι αριθμοί: 1 2
 1 2
 z z,
 z z
 2 3
 2 3
 z z,
 z z
 3 1
 3 1
 z z
 z z
 είναι φανταστικοί.
 iv. Οι εικόνες A, , , αντίστοιχα των μιγαδικών 1 2 3z , z , z , είναι κορυφές
 ισοπλεύρου τριγώνου.
 ΘΕΜΑ ΣΤ4 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_42
 Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z για τους οποίους ισχύει: 20052008z z 1.
 iv. Να αποδειχθεί ότι z 1.
 v. Να αποδειχθεί ότι 3z 1.
 vi. Να αποδειχθεί ότι 2z z.
 vii. 1. Να βρεθούν οι μιγαδικοί z.
 2. Αν Im z 0, να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός , ώστε ο μιγαδικός αριθμός
 zw
 z
 να έχει μέγιστο μέτρο.
 ΘΕΜΑ ΣΤ5 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_43
 viii. Έστω ο μιγαδικός z για τον οποίο ισχύει z 2. Να αποδειχθούν τα εξής:
 1. z 2.
 2. Αν 1
 wz 2
 , τότε 1
 Re(w) .4
 ix. Θεωρούμε τη συνάρτηση x
 x
 e zf x ,
 e z x
 x 1, όπου z ο μιγαδικός του
 ερωτήματος i . Να αποδειχθούν τα εξής:
 1. Η εξίσωση x2 x e z 0 έχει μοναδική λύση 1, 2 .
 2. z
 e .2
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 3. 1f x ,
 1
 για κάθε x 1.
 ΘΕΜΑ ΣΤ6 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_44
 Δίνεται οι μιγαδικοί αριθμοί xxz e x 1 i, x .
 i. Να αποδειχθεί ότι x xRe z Im z για κάθε x .
 ii. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον 0x 0, 1 τέτοιος, ώστε ο αριθμός 2
 x xw z z 2i να είναι πραγματικός.
 iii. Να βρεθούν: 1. Εκείνος ο μιγαδικός mz , από τους μιγαδικούς xz , με το ελάχιστο δυνατό
 μέτρο. 2. Το mz .
 ΘΕΜΑ ΣΤ7 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_66
 A. Έστω οι αριθμοί: z, w και 0, , για τους οποίους ισχύουν:
 2z z 1 0 : E ,
 w .
 Nα αποδειχθούν τα εξής: 1. 3z 1,
 2z z 1 .
 2. Re w .
 3. Αν 1 2z , z οι ρίζες της E , τότε ισχύει: 2 2 21 2w z w z 2 1 .
 B. Έστω οι μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί x, y, τέτοιοι ώστε: 2 2x xy y 0.
 Να υπολογισθεί η τιμή της παράστασης 1990 1990
 x y.
 x y x y
 ΘΕΜΑ ΣΤ8 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_65
 Δίνονται οι μιγαδικοί 1 2 3z , z , z , για τους οποίους ισχύουν:
 1 2 3 ,z 0z z
 1 2 3z z z 1.
 Να αποδειχθούν τα εξής:
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 1. 2 2 21 2 3z z z 0.
 2. 1 2 2 3 3 1z z z z z z .
 3. 2 3 2 3 3 1 1 3 1 2 1 2
 1Re z z Re z z Re z z Re z z Re z z Re z z .
 2
 4. 3
 1
 z1 3.
 z
 ΘΕΜΑ ΣΤ9 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_64
 Για δύο μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z να αποδειχθεί ότι:
 5. 2 2 2 21 2 1 2 1 2| z z | | z z | 2 | z | 2 | z | .
 6. 2 2 2 2
 1 2 3 1 2
 2 2 2
 1 2 33 1 2 3 1 2 3z z z z z z z z z z z zz z z 4 .
 ΘΕΜΑ ΣΤ10 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Γ_ΕΚ_52
 Δίνονται οι μιγαδικοί 1 2 3z , z , z , για
 τους οποίους γνωρίζουμε ότι: έχουν εικόνες, αντίστοιχα τα σημεία
 A, B, του κύκλου C , που έχει
 κέντρο την αρχή των αξόνων O 0, 0
 και ακτίνα 0,
 1 2 32z z z .
 1. Να αποδειχθεί ότι 2.
 2. Να αποδειχθεί ότι για κάθε μιγαδικό z που έχει εικόνα σημείο του
 κύκλου C , ισχύει: 4
 z .z
 3. Αν 2 3z z , να βρεθεί κάθε μιγαδικός z του οποίου η εικόνα είναι σημείο του
 κύκλου C , για τον οποίο ο αριθμός 1
 2 3
 z z
 z z
 είναι πραγματικός.
 ΘΕΜΑ ΣΤ11 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Γ_ΕΚ_51
 Έστω οι μιγαδικοί 2z, w, w με εικόνες αντίστοιχα τα σημεία A z , M w ,
 2N w . Αν 0, 0 η αρχή των αξόνων και ισχύει: 2z 1 i z, τότε:
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 7. Να βρεθεί ο μιγαδικός z.
 8. Αν το M w κινείται στον κύκλο με εξίσωση: C : 2 2x y 4, να αποδειχθεί
 ότι το 2N w κινείται σε κύκλο K .
 3. Αν ο 2w είναι φανταστικός, να αποδειχθεί ότι το σημείο M w , κινείται πάνω σε
 δυο κάθετες ευθείες.
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 Α. ΕΙΣΑΓΩΓΗ
 ΘΕΜΑ Α1 Γ_Μ_Μ_ΑΘΡ_ΕΙ_Β_ΕΚ_29
 Δες θεωρία σχολικού βιβλίου.
 ΘΕΜΑ Α2 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΙ_Β_ΕΚ_01
 Η έκφραση x yi, x, y είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αριθμό.
 Στη πρόταση, δεν μας δίνεται με σαφήνεια ότι ο μιγαδικός αριθμός z είναι γραμμένος στη μορφή αυτή και αυτό διότι δεν γνωρίζουμε μετά βεβαιότητας αν x, y , επομένως η πρόταση είναι λάθος.
 ΘΕΜΑ Α3 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΠ_Α_ΕΚ_27
 1. Λ
 2. Σ
 3. Σ
 4. Σ
 5. Λ
 6. Λ
 7. Σ
 8. Σ
 9. Σ
 10. Σ
 11. Σ
 12. Λ
 13. Σ
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 14. Λ
 15. Σ
 16. Σ
 17. Λ
 ΘΕΜΑ Α4 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΠ_Α_ΕΚ_28
 1. Λ
 2. Λ
 3. Λ
 4. Λ
 5. Σ
 6. Σ
 7. Σ
 8. Λ
 9. Λ
 10. Σ
 11. Σ
 12. Σ
 13. Σ
 14. Σ
 15. Σ
 16. Σ
 ΘΕΜΑ Α5 Γ_Μ_Μ_ΑΘΡ_ΕΙ_Β_ΕΚ_56
 Δες θεωρία σχολικού βιβλίου.
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 ΘΕΜΑ Α6 Γ_Μ_Μ_ΑΣΛ_ΕΙ_Β_ΕΚ_55
 Γνωρίζουμε ότι για κάθε , υπάρχουν , , με 0 3, ώστε: 4 ,
 οπότε έχουμε: 4i i i : 1 .
 (Οι φυσικοί αριθμοί ρ και υ είναι αντίστοιχα το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης του φυσικού αριθμού ν δια του 4).
 Έχουμε:
 0
 1!
 2
 3
 0 i i 1 i, αδύνατο
 1 i i i i, δεκτόi i i i, 0, 1, 2, 3 ,
 2 i i 1 i, αδύνατο
 3 i i i i, αδύνατο
 επομένως 4 1 , . .
 Σχόλιο: Στο ισχύει η ισοδυναμία: 1x x, ν x x 1, ενώ, δεν ισχύει στο
 .
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 Β. ΠΡΑΞΕΙΣ
 ΘΕΜΑ Β1 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_02
 Ισχύουν:
 Re z Im z 2 Re z 2Re z 2
 2Re z Im z 2Re z Im z
 Re z 2.
 Im z 4
 Συνεπώς ο ζητούμενος μιγαδικός είναι ο z 2 4i .
 ΘΕΜΑ Β2 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_03
 i. Αφού z w θα έχουμε:
 z w 1 2 i 3 2 2 i
 1 3 4
 2 2 2 2 0
 4 4
 2 4 0 2 8 0
 4 8 4 4
 8 8 8
 .
 ii. Αφού z 0 θα έχουμε:
 z 0 1 2 i 0 0i 1 0 1
 .2 0 2
 ΘΕΜΑ Β3 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_04
 Ο μιγαδικός 1z 2 i έχει εικόνα το σημείο
 M 2, 1 και παριστάνεται με τη
 διανυσματική ακτίνα, OM
 του σημείου
 M 2, 1 .
 Ο μιγαδικός 2z 2 i έχει εικόνα το σημείο
 N 2,1 και παριστάνεται με τη
 διανυσματική ακτίνα, ON
 του σημείου
 N 2,1 .
 Ο μιγαδικός 3z 2i έχει εικόνα το σημείο P 0, 2 και παριστάνεται με τη
 διανυσματική ακτίνα, OP
 του σημείου P 0, 2 .
 Ο μιγαδικός 4z 3 έχει εικόνα το σημείο 3,0 και παριστάνεται με τη
 διανυσματική ακτίνα, O
 του σημείου 3,0 .
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 ΘΕΜΑ Β4 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_06
 Έχουμε:
 2z 3i 2 i 2 i 6i 3i 2 6i i 3 2 3 6 i, ,
 οπότε: α. z 6 0 6.
 β. z »3
 2 3 0 2 3 .2
 ΘΕΜΑ Β5 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_12
 Είναι 2i i i i i , επομένως:
 10 10 10 10 10 1010i i i i i i i 0.
 ΘΕΜΑ Β6 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_13
 i. 6 16 26 36 46 56 4 1 2 4 4 0 4 6 2 4 9 0 4 11 2 4 14 0i i i i i i i i i i i i
 1 4 6 9 11 144 2 4 0 4 2 4 0 4 2 4 0i i i i i i i i i i i i
 2 0 2 0 2 0i i i i i i 1 1 1 1 1 1 0.
 ii. 11 41 75 1023 4 2 3 4 10 1 4 18 3 4 255 3
 1 1 1 1 1 1 1 1
 i i i i i i i i
 2 10 18 255 3 1 3 34 3 4 1 4 3 4 3
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 22i.
 i i ii i i ii i i i i i i i
 ΘΕΜΑ Β7 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_18
 i. Έχουμε τις ισοδυναμίες:
 w φανταστικός w w z 1 z 1
 z 1 z 1
 (z 1)(z 1) (z 1)(z 1)
 zz z z 1 zz z z 1 2zz 2 zz 1 2| z | 1 | z | 1.
 ii. Έχουμε τις ισοδυναμίες:
 w R w w 1 1
 z zz z
 2 2z z z zz z
 zz(z z) (z z) 0 (zz 1)(z z) 0 zz 1 ή z z | z | 1 ή z .
 iii. Έχουμε τις ισοδυναμίες:
 w φανταστικός w w z i (z i)
 iz iz
 2 2izz z z i izz z z i 2 z 2 z z z
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 z φανταστικός.
 ΘΕΜΑ Β8 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_33
 i. Είναι: 2w i i i i i i z z i .
 ii. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2017 2017 2017 2017 2017 2017z Im z 0 z z 0 z z .
 Για 2017 από το ερώτημα i διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 20172017 2017z z z
 20172017 20172017 2017 2017 2017w z i z i z i i i
 20172017 2017 2017 2017 2017i i w 1 w w , επομένως
 ισχύει: 2017 2017 2017 2017w w 0 Re w 0 w . »
 ΘΕΜΑ Β9 Γ_Μ_Μ_Β_ΠΡ_Β_ΕΚ_85
 Αν θέσουμε z 2 i 5 1 ,: τότε είναι z 2 i 5 : 2 .
 Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 1 , 27 7
 7 7 7 7w 2 i 5 2 i 5 w z z w z z
 7Re z 7
 7 w 2Re zw 2Re z .
 w
 ΘΕΜΑ Β10 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_09
 Επειδή οι 1 2z z και 2 3z z είναι φανταστικοί, θα υπάρχουν , , ώστε:
 1 2z z i : 1 και 2 3z z i : 2 .
 Οπότε για τον μιγαδικό 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1z z z z z z z z z , διαδοχικά έχουμε:
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 2 3 3 1
 1z z z z z z z z z 2z 2z 2z 2z z 2z z 2z z
 2
 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 2 3 3 3 3 1 1
 1z 2z z z z 2z z z z 2z z z
 2
 2 2 2
 1 2 2 3 3 1
 1z z z z z z
 2
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 1 , 2
 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 3 3 2 2 1
 1 1z z z z z z z z i i i i
 2 2
 2 22 2 2 2 2 21 1i i i 0.
 2 2
 ΘΕΜΑ Β11 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_10
 i.
 z
 4 3 2 5 4 3 2z z z z 1 0 : 1 z z z z z 0 : 2 .
 Αφαιρώντας από την 2 την 1 έχουμε: 5 5z 1 0 z 1.
 ii. Είναι: 44 33 22 11 5 8 4 5 6 3 5 4 2 5 2 1z z z z 1 z z z z
 5z 1
 8 6 4 25 4 5 3 5 2 5 4 3 2z z z z z z z z 1 z z z z 1 0.
 ΘΕΜΑ Β12 Γ_Μ_Μ_Γ_ΠΡ_Γ_ΕΚ_25
 i. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 1 21 2
 3 3 2 21 2 1 2 1 1 2 2
 z z 1z z 1
 z z 2 z z z z z z 2
 1 21 2 1 222 2
 1 1 2 2 1 2 1 21 2 1 2
 z z 1z z 1 z z 1
 z 2z z z 3z z 2 3z z 3z z 3z z 2
 1 2
 1 2
 z z 1,
 z z 1
 οπότε οι μιγαδικοί 1 2z , z είναι οι ρίζες της εξίσωσης:
 2z z 1 0 : 1 , επομένως 1,2
 1 3z i
 2 2 και επειδή 1 2Im z Im z είναι:
 1
 1 3z i ,
 2 2 2
 1 3z i .
 2 2
 ii. Είναι: 1
 1 3A z ,
 2 2
 και 2
 1 3B z , ,
 2 2
 επομένως:
 1 3
 32 2det OA, OB .21 3
 2 2
 οπότε
 Άρα: 1 1 3 3E OAB det OA, OB
 2 2 4 4
 τετραγωνικές μονάδες.
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 iii. Δείξαμε στο 1 ότι οι 1 2z , z είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 2z z 1 0
 2 3 3z 1 z z 1 0 z 1 0 z 1, άρα είναι:
 31z 1 : 2 και 3
 2z 1 : 3 .
 Διαδοχικά έχουμε τις ισότητες:
 33 33 33 33100 100 3 33 1 3 33 1 3 31 2 1 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z 1 z 1 z
 1 2 1 2z z z z 1.
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 Γ. ΜΕΤΡΟ
 ΘΕΜΑ Γ1 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Β_ΕΚ_16
 A. Γνωρίζουμε ότι z z 2Re(z), για κάθε z .
 i. 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z z z (z z ) 2Re(z z )
 ή
 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z (z z ) z z 2Re(z z ).
 ii. 2
 1 2 1 2 1 2| z z | (z z )(z z ) 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z
 2 21 2 1 2| z | | z | 2Re(z z ) 2 2
 1 2 1 2| z | | z | 2 Re(z z ).
 iii. 21 2 1 2 1 2| z z | (z z )(z z ) 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z
 2 2
 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2z z z z (z z z z ) z z 2Re z z 2 21 2 1 2| z | | z | 2Re(z z ).
 B. α΄ τρόπος: αλγεβρικός Έστω 1 1 1z x y i και 2 2 2z x y i .
 Έχουμε: 1 2 1 2 1 2z z (x x ) (y y )i και 1 2 1 2 2z z (x x ) (y y )i. Άρα: 2 2 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| z z | | z z | (x x ) (y y ) (x x ) (y y ) 2 2 2 2 2 21 1 2 2 1 22(x y ) 2(x y ) 2 | z | 2 | z | .
 β΄ τρόπος: Εφαρμόζουμε το Α και έχουμε:
 2 2 21 2 1 2 1 2
 2 2 21 2 1 2 1 2
 | z z | | z | | z | 2Re(z z )
 | z z | | z | | z | 2Re(z z )
 2 2 2 21 2 1 2 1 2| z z | | z z | 2 | z | 2 | z | .
 ΘΕΜΑ Γ2 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Β_ΕΚ_46
 i. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 w φανταστικός w w
 z 1w
 z 1 z 1 z 1
 z 1 z 1
 z 1 z 1 z 1 z 1 zz z z 1 zz z z 1 2zz 2
 zz 1 2| z | 1 | z | 1.
 ii. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 w πραγματικός w w
 1w z
 z 1 1z z
 z z
 2 2z z z zz z
 zz z z z z 0 zz 1 z z 0 zz 1 ή z z
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 | z | 1 ή z .
 iii. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 w φανταστικός w w
 z iw
 iz z i (z i)
 iz iz
 2 2izz z z i izz z z i 2 z 2 z z z z φανταστικός.
 ΘΕΜΑ Γ3 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_20
 Έχουμε z 8 z 2 , οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε (θετικά μέλη):
 2 2z 8 z 2 z 8 z 8 z 2 z 2
 zz 8z 8z 64 zz 2z 2z 4 6z 6z 60 z z 10
 2 Re z 10 Re z 5.
 ΘΕΜΑ Γ4 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_34
 i. 1ος τρόπος: Το πρώτο μέλος της ισότητας z 1 z, είναι πραγματικός μη αρνητικός αριθμός,
 συνεπώς και το δεύτερο μέλος είναι πραγματικός μη αρνητικός αριθμός, άρα
 z x 0, , οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 22 2 2z 1 z x 1 x | x 1| x x 1 x 0
 1x 1 x x 1 x 0 1 2x 1 0 x ,
 2 άρα,
 1z .
 2
 2ος τρόπος: Θέτουμε z x yi, x, y , οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 z 1 z x 1 yi x yi 2 2x 1 y x yi
 2 22 2 2x 1 y x x 1 x x 1 x x 1 x
 y 0 y 0 y 0 y 0
 x 0 x 0 x 0 x 0
 2 2
 1xx 1 x 2
 1y 0 ... y 0 z 0 i,
 2x 0 x 0
 άρα, 1
 z2
 .
 ii. 1ος τρόπος: Το πρώτο μέλος της ισότητας z i 2z είναι πραγματικός μη αρνητικός
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 αριθμός, συνεπώς και το δεύτερο μέλος είναι πραγματικός μη αρνητικός αριθμός, άρα z z x 0, , οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2z i 2z x i 2x x 1 2x 2 2x 1 4x 23x 1 2 1x
 3
 x 03 3
 x x ,3 3
 άρα, 3 3
 z 0 i z .3 3
 .
 2ος τρόπος: Θέτουμε z x yi, x, y .
 Εργαζόμαστε όπως στο i .
 ΘΕΜΑ Γ5 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_36
 Διαδοχικά και ισοδύναμα αρκεί να δείξουμε ότι:
 2 2 2 2 2 2 21 z 1 w z w 1 w z z w z w z w
 2 2 2 21 w z z w z z z w z w w w
 2 2 2 2 2 21 w z z w z z w z w w
 2 21 z w z w z w 1 z z w w z w z w 0
 1 z w z w 1 z w 0 1 z w 1 z w 0
 21 z w 1 z w 0 1 z w 0 που ισχύει.
 ΘΕΜΑ Γ6 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_37
 Διαδοχικά και ισοδύναμα αρκεί να δείξουμε ότι:
 2 2 2 2 2 2 21 zw 1 z 1 w 1 zw 1 z w 1 w z z w
 2 2 2 2
 1 z w zw z w zw 1 w z z w
 2 2 2 2 2 2 2 2z w zw z w w z z w z w zw w z 0
 z w zw w w z z 0 z w z w w z 0
 w z z w 0 w z w z 0 w z w z 0
 2w z 0, που ισχύει.
 ΘΕΜΑ Γ7 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_38
 Για τους μιγαδικούς z, w, διαδοχικά και ισοδύναμα ισχύουν:
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 z 8
 wz 2w z 8w z 2 z 8 w 1 z 2w 8w : .z 2
 z 4z 4 z 4z 4
 i. Αν w 1 από την έχουμε: 0 z 6
 ,z 4
 άτοπο, άρα w 1 w 1 0, οπότε
 πάλι από την έπεται ότι
 2 22w 8
 z 2 w 44 w 4 2 w 1 w 4 4 w 1w 1
 w 1z 4
 w 4 w 4 4 w 1 w 1 2 2
 w w 4w 4w 16 4w w 4w 4w 4 3 w 12 w 4 w 2.
 ii. Για να δείξουμε ότι 2w 4
 ,w
 αρκεί να δείξουμε ότι
 2 2w 4 w 4,
 w w
 οπότε
 διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε: 2 2 2 2w 4 w 4 w 4 w 4
 w w w 4w w w w 4ww w w w
 w 2
 2 2w w 4w w w 4w 4w 4w 4w 4w,
 που ισχύει.
 ΘΕΜΑ Γ8 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_48
 α! τρόπος i. Έχουμε:
 ή ό
 z 3 z 4i 4i 3 (z 4i) ( 3 4i) ( 3 4i) (z 4i)
 3 4i z 4i
 z 4i 1
 2 2( 3) ( 4) z 4i 5 1 z 3 6 : 1 .
 ii. Έχουμε: ή ό
 z 3 z 4i 4i 3 (z 4i) ( 3 4i) ( 3 4i) (z 4i)
 3 4i z 4i
 z 4i 1
 2 2( 3) ( 4) z 4i 5 1 z 3 4 : 2 .
 Από 1 και 2 έχουμε: 4 z 3 6.
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 β! τρόπος (Γεωμετρικός) Για τον μιγαδικό z, διαδοχικά και ισοδύναμα ισχύουν: z 4i 1 z (0 4i) 1, οπότε αν
 M x, y , x, y , η εικόνα του z
 και K 0, 4 η εικόνα του
 w 0 4i, η σχέση ισοδύναμα
 μετατρέπεται στην MK 1,
 επομένως οι εικόνες M z , είναι
 σημεία του κυκλικού δίσκου C ,
 κέντρου K 0, 4 και ακτίνας 1.
 Αν A 3, 0 , τότε για κάθε σημείο
 του κυκλικού δίσκου C ,
 ισχύει:
 AB AM A AB z 3 A : .
 Η εξίσωση της ευθείας ΚΑ είναι: A Ay y (x x ), όπου Ax 3, Ay 0, 4
 ,3
 άρα 4 4y 0 x 3 y x 4
 3 3 : 3 .
 Η εξίσωση του κύκλου κέντρου K 0, 4 και ακτίνας 1, είναι:
 22x y 4 1 : 4 .
 Οπότε λύνοντας το σύστημα των 3 και 4 διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2
 2 22 222 2 94x9x 16x 9x x 1x y 4 1
 25344 4y x 4y x 4 4 y x 4y x 4 33 33
 3 3 3x x x
 5 5 5ή ,4 16 24
 y x 4 y y3 5 5
 άρα 3 16
 B , ,5 5
 3 20
 , .5 5
 Είναι:
 2 2
 3 16 144 256 4003 0 4 : 5 .
 5 5 25 25 25
 2 2
 3 24 324 576 9003 0 6 : 6 .
 5 5 25 25 25
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 Από την λόγω των 5 , 6 έχουμε: 4 z 3 6.
 ΘΕΜΑ Γ9 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_58
 Για τους μιγαδικούς 1 2z , z , w με 1 2z z 1 και 1 2
 1 2
 z zw ,
 z z 1
 διαδοχικά ισχύουν:
 2
 1 1 1 1 11
 1z 1 z 1 z z 1 :z
 z1 .
 2
 2 2 2 2 22
 1z 1 z 1 z z 1 :z
 z2 .
 1 21 , 2
 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
 1 21 2 1 21 2
 1 2 1 2
 z z1 1
 z z z z z z z z z zw w.
 1 1 z z 1z z 1 z z 1z z 1 1z z z z
 Συνεπώς, αφού w w, έπεται ότι: 1 2
 1 2
 z zw .
 z ·z 1
 ΘΕΜΑ Γ10 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_59
 Για κάθε θετικό ακέραιο i 1, 2,3,..., είναι:
 2
 i i
 2i i2 2ii i i
 z 0 z 0z 0 z , i 1, 2,3, ...,
 zz z : 1 .
 z
 Διαδοχικά έχουμε:
 1 2 2 3 1 1
 1 2
 z z z z z z z z
 z z zw
 1 2 2 3 1 1
 1 2
 z z z z ... z z z z
 z z ... z
 1
 1 2 2 3 1 1
 1 2
 z z z z ... z z z z
 z z ... z
 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 3 1 1
 2 2 2
 1 2
 ...z z z z z z z z
 ...z z z
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 2 2 2 22 3 11 2
 1 2 2 3 1 1
 2
 1
 1
 2
 z z z z z zz z...
 z z z z z z z z
 z z ... z
 1 2 2 12
 3 12
 1 2
 2
 1 2
 z z z z ... z z z z
 z z ... z
 z z ... z
 1 2 2 3 1
 1 2
 1z z z z ... z z z zw.
 z z ... z
 Συνεπώς, αφού w w, έπεται ότι: w 1 2 2 3 1 1
 1 2
 z z z z z z z
 z z.
 z
 z
 ΘΕΜΑ Γ11 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_60
 Για κάθε θετικό ακέραιο i 1, 2,3 είναι:
 2
 i i
 2i i2 2ii i i
 z 0 z 0z 0 z , i 1, 2,3
 zz z :
 z1 .
 Επειδή γνωρίζουμε ότι δυο συζυγείς μιγαδικοί έχουν ίσα μέτρα, διαδοχικά έχουμε: 2 2 21
 21 2 3 1 2 3 1 2 3
 1 2 3 1 2 3
 1 1 1z z z z z z z z z
 z z z z z z
 2 1 2 2 3 3 1
 1 2 3
 z z z z z z
 z z z
 1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 32 2
 1 2 3
 z z z z z z z z z z z z
 z z z
 1 2 1 3 2 3z z z z z z,
 άρα ισχύει: 1 2 1 3 2 31 2 3
 z z z z z zz z z
 1 2 1 3 2 3
 1 2 3
 z z z z z z.
 z z z
 ΘΕΜΑ Γ12 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_61
 Θέτουμε 1 2 3z z z z, οπότε έχουμε: 1 2 3
 2 3 1
 3 1 2
 z z z z
 z z z z : 1 .
 z z z z
 Λόγω των 1 , το πρώτο μέλος της προς απόδειξη ταυτότητας, διαδοχικά γράφεται:
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 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 3 3 1 3 1 2z z z z z z z z z z z z
 3 3 1 1 2 2z z z z z z z z z z z z
 3 3 1 1 2 2z zz z z z z z z z zz
 3 3 3 3 1 1 1 1 2 2 2 2z z z z z z z z z z zz z z z z z z z z zz z z
 2 2
 3 3 1 1 2 2
 2 2
 1 2 3 z3 z z z z z z z z z zz z z z z
 1 2 3 1
 2 2 2 2
 1 2 3 2 33 z z z z zz z zz z z z
 1 1
 2 2 2 2
 1 2 3 2 3 2 33 z z z z z z zz z zzz
 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 3 1 2 33 z z z z z z z z 3 z z z z z z
 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 3 1 12 3 2 3z z z z z z z z z .z
 Επομένως για κάθε 1 2 3z , z , z , ισχύει: 2 2 22 2 2
 1 2 2 3
 2
 1 2 133 2 31 zz z z z z zz z z .z z
 ΘΕΜΑ Γ13 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_63
 i. Διαδοχικά έχουμε:
 1 2 2 1
 2 2
 1 2 1 1 2 1 22 1 z z 1 z z z z z1 z zz z z
 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z z z z z z1 z z z
 2 2 22 2 2 2 2
 1
 2
 1 2 1 2 1 1 22z z z z 1 z z 1 z1 1 z 1 z .
 ii. Διαδοχικά έχουμε:
 1 2 2 1
 2 2
 1 2 1 1 2 1 22 1 z z 1 z z z z z1 z zz z z
 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z z z z z z1 z z z
 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 2 1 1 2z z z z 1 z z 1 z 1 z z1 1 .
 ΘΕΜΑ Γ14 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_67
 Για κάθε i 1, 2, 3, διαδοχικά και ισοδύναμα, έχουμε:
 2 2i i i i i
 i
 1z 1 z 1 z z 1 z , i 1, 2, 3, : 1 .
 z
 Διαδοχικά έχουμε: 2
 1 2 2 3 3 1 1 2 3z z + z z + z z + z + z + z
 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 1
 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z
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 1 2 2 3 3 1 1 2 31 2 2 3 3 1 1 2 3
 1 1 1 1 1 1 1 1 1z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z
 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 1 2 2 3 3 1 1 2
 1 2 3
 z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 z z z
 2
 1 2 2 3 3 1 1 2 3
 1 2 3
 z z z z z z z z z.
 z z z
 ΘΕΜΑ Γ15 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_68
 Αν θέσουμε 1 2 3z ,z ,z
 1 2 3z z 0,z
 για κάθε i 1, 2, 3, έχουμε:
 2
 2 2 2i i i i i
 i
 z z z z z , i 1, 2, 3, : 1 .z
 Διαδοχικά και ισοδύναμα ισχύουν: 1
 1 2 3 1 2
 2 2 2
 1 22
 33 1 2z z z 0 z z z 0 z z 0
 zz
 z z0
 2 02 2 2
 2
 1 2 3
 1 2 2 3 3 11 2 2 3 3 1
 1 2 3
 z z z z z0 0 0.
 zz z z z z z
 z z z zz z
 ΘΕΜΑ Γ16 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_72
 Αν O 0, 0 η αρχή των αξόνων, είναι:
 OA z ,
 OB w ,
 AB z w .
 Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 2 22 2 2 2 2z 2zw 2w 0 z 2zw w w 0 z w i w 0
 z w i w ή z w i wz w i w z w i w 0
 z w i w ή z w i w
 z w i wz w i wz w i w
 z w 1 iz w i wz w i w
 22
 z w wz w 1 w
 z w 1 i z w 1 1
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 z w w AB OB AB OBAB OB OA .
 OA OBz w 2 OA OB 2
 ΘΕΜΑ Γ17 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Γ_ΕΚ_73
 Αν O 0, 0 η αρχή των αξόνων, είναι:
 OA z ,
 OB w ,
 AB z w .
 i. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 222 2 2 2 24z 2zw w 0 3z z 2zw w 0 z w 3 z 0
 22z w i 3 z 0 z w i 3 z z w i 3 z 0
 z w i 3 z 0 ή z w i 3 z : 1 z w i 3 z
 z 4
 z w i 3 z z w i 3 z z w 1 3 4 z w 4 3.
 ii. Από την 1 διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 z w i 3 z 0 ή z w i 3 z w z i 3 z ή w z i 3 z
 z 4
 w z i 3 z w z 1 i 3 w z 1 i 3 w z 1 i 3
 22w 4 1 3 w 4 4 w 8.
 iii. Γνωρίζουμε ότι:
 z w 4 3
 22 2AB z w AB 4 3 AB 4 3 AB 48.
 w 8
 2 22OB w OB 8 OB 8 OB 64.
 z 4
 2 22OA z OA 4 OA 4 OA 16.
 Παρατηρούμε ότι: 2 2 248 16 64 AB OA OB , επομένως από το
 αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος, έπεται ότι το τρίγωνο OAB είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές OA, AB, επομένως το εμβαδόν του είναι:
 OA AB1 1
 OAB 4 4 3 8 32 2 τετραγωνικές μονάδες.
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 ΘΕΜΑ Γ18 Γ_Μ_Μ_Β_ΜΕ_Δ_ΕΚ_62
 i. Γνωρίζουμε ότι για τον τυχαίο μιγαδικό z ισχύει z zIm z ,
 2i
 οπότε:
 3z
 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2
 z z z z z z z zk Im z z z z z z 2ki
 2i 2i
 1 2 3 1 2 3 3z z z z z z 2ki z : 1 .
 1z
 2 3 2 3 2 3 2 32 3 2 3 2 3
 z z z z z z z zk Im z z z z z z 2ki
 2i 2i
 2 3 1 2 3 1 1z z z z z z 2ki z : 2 .
 2z
 3 1 3 1 3 1 3 13 1 3 1 3 1
 z z z z z z z zk Im z z z z z z =2ki
 2i 2i
 3 1 2 3 1 2 2z z z z z z =2ki z : 3 .
 Προσθέτοντας κατά μέλη τις 1 , 2 , 3 έχουμε:
 k 0
 3 2 1 3 2 10 2ki z z z z z z 0.
 ii. Θέλουμε να αποδείξουμε ότι:
 2 2 2
 1 2 3 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 1 3z z z z z z z z z z z z z z z
 1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 1 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z 0
 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3z z z z z z z z z z z z 0, που ισχύει λόγω του i .
 iii. Διαδοχικά ισχύουν: 2 2 2
 1 2 2 3 3 1z z z z z z
 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1z z z z z z z z z z z z
 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 2
 1 1 2 1 2 2 2 2 3 2 3 3 3 3 1 1 3 1z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 ii
 2 2 2
 1 2 3 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 1 32 z 2 z 2 z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 2 3 1 2 3 1 2 332 z 2 z 2 z z z z z z .z
 ΘΕΜΑ Γ19 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_69
 A. Είναι:
 1 2 2 3 3 1z z + z z + z z 0
 21 2 1 3 1 1 3 1 2 2 3z z z z z z z z z z z
 1 2 3
 1 3 2
 z z z2 2 2
 1 2 1 3 1 3 2 1 2 3 1z z z
 z z z z z z z z z z z
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 31 2 3 1z z z z : 1 .
 1 2 2 3 3 1z z + z z + z z 0
 22 3 2 1 2 1 2 2 3 1 3z z z z z z z z z z z
 2 3 1
 2 1 3
 z z z2 2 2
 2 3 2 1 2 1 3 2 1 3 2z z z
 z z z z z z z z z z z
 31 2 3 2z z z z : 2 .
 1 2 2 3 3 1z z + z z + z z 0
 23 1 3 2 3 2 3 1 3 1 2z z z z z z z z z z z
 3 2 2
 3 2 1
 z z z2 2 2
 3 1 3 2 3 2 1 3 2 1 3z z z
 z z z z z z z z z z z
 31 2 3 2z z z z : 3 .
 Από 1 , 2 , 3 έπεται ότι: 3 3 33 3 3
 1 2 3 1 2 3z z z z z z
 1 2 3z z z 0.
 B. Είναι:
 31 21 3 2 1 3 2 1 2 3
 2 3 1
 2 2 2zz zz z1 z z z z z z z :
 z1
 z
 z
 2 21 3 2 1 3 2 1 3
 22z z z z z z z z z : 2 .
 2 2 2 2 2
 1 2 3 1 2 3 1 1 1 1 1 1z z z 0 z z z z z z z z z
 2 2 2
 1 2 3
 1 2 3
 z : 3 , z : 4 , z : 5 .z z z
 Από τη σχέση 1 λόγω των σχέσεων 3 , 4 , 5 , έχουμε:
 3 32 1 2 1
 1 2
 2
 3
 2 2
 3 31 2 2 12 2 2
 1 2 3
 2 1
 1
 3
 2 3
 z z z zz z z z
 z z
 z z z z1 1 1 1
 z z z
 z z
 z z z z
 z
 1 2 2 3 3 1 1 1 3 1 2 2 3 3 1 12 2 2 2 2
 12
 3z z z z z z z z z z z z z z z z z =0 : 6 .z
 Από τις σχέσεις 2 και 6 έχουμε:
 2 2 21 3 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 1 3
 2 21
 2z z z z z z z z z z z z z z : 7 .z
 Έχουμε: 21 2 2 3 3 1 1 2 2 3 1 2 3 1 3z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 , 6
 2 2 2 2 2 21 3 2 1 3 2 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z 0 0 0.
 Επομένως:
 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1z z z z z z 0 z z 0 ή z z 0 ή z z 0
 1 2 2 3 3 1z z ή z z ή z z .
 Αν 1 2z z 0 ,
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 τότε, από τη σχέση 21 2 3z z z έπεται ότι 1 3z z , άρα 1 2 3z z z .
 Αν 1 3z z 0 ,
 τότε, από τη σχέση 21 2 3z z z έπεται ότι 1 2z z , άρα 1 2 3z z z .
 Αν 2 3z z 0 ,
 τότε, από τη σχέση 22 3 1z z z έπεται ότι 1 2z z , άρα 1 2 3z z z .
 Οπότε σε κάθε περίπτωση έχουμε: 1 2 3z z z .
 ΘΕΜΑ Γ20 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_70
 i. Αν z 1, τότε από τη σχέση z z 1 0 θα είχαμε 1 1 1 0 3 0, άτοπο, άρα z 1 z 1.
 ii. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 z 1
 z z 1z z z z 1 z z 1 11 0 z 1
 2zz z 1
 21 z 1 z 1 1 z 1 z 1 1 zz z z 1 1
 z 1 z
 2 2z z z 1 1 1 z z 1 1 z z 1 : z z1 z z
 z 1 z 1
 22 2 2 2z z z z z z z z 1 z z z 1 0 0
 2 3 3 3z 1 z z 1 0 z 1 0 z 1.
 iii. Αποδείχθηκε έ 1 ότι : 2z z 1 z z 1 .
 Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 1zz 1 z
 2 z1z z 1 0
 1z z 1 z z z z 1.
 z
 iv. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
 Αν *3 , , τότε 3z i
 1 11
 3 3z z z 1 .z z z 1
 Αν 3 1, , τότε
 2z z 1 2 i
 1 3 2 3 2z z z z z 11 z 1.
 Αν 3 2 , , τότε 3 1 11 3 3 3 1z z .z z 1 1
 Επομένως 3 2 , .
 ΘΕΜΑ Γ21 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_08
 Α. Έχουμε:
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 1 i z 2 4i 2 2 2 4i1 i z 2 2
 1 i
 2 4i 1 i
 1 i z 2 21 i 1 i
 6 2i2 z 2 2 z 3 i 2
 2
 .
 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι
 ο κύκλος C , που έχει κέντρο το K 3, 1 και ακτίνα 2 .
 Β. i. Έστω , και οι εικόνες των 1 2z , z και 3z αντίστοιχα.
 Έχουμε:
 11 i z 2 4i 2 2 1A z C ,
 21 i z 2 4i 2 2 2B z C ,
 31 i z 2 4i 2 2 3z C .
 Επομένως, οι εικόνες , ,
 των μιγαδικών 1 2 3z , z , z
 με 1 2 3 1z z z z ,
 είναι σημεία του κύκλου C
 που δεν ταυτίζονται ανά δύο. Αν M η εικόνα του w , τότε
 έχουμε:
 1 2 3w z w z w z MA MB ,
 δηλαδή, το M είναι το σημείο του επιπέδου που ισαπέχει από τα τρία διαφορετικά ανά δυο σημεία,
 , , , του κύκλου C .
 Όμως, ένα μόνο σημείο του επιπέδου έχει την ιδιότητα αυτή
 και αυτό είναι το κέντρο K 3, 1 του κύκλου C ,
 οπότε M 3, 1 .
 Άρα:
 w 3 i .
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 ii. Είναι: 2 2 2
 1 3 2 3 1 2z z z z z z
 2 2 2B .
 Επομένως, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στη κορυφή Γ,
 οπότε, το ευθύγραμμο τμήμα είναι διάμετρος του κύκλου C .
 Άρα,
 το κέντρο Κ του κύκλου C είναι το μέσο του ,
 οπότε ισχύει: 1 2 KOA OB 2OK z z 2z
 , όπου Kz 3 i ο
 μιγαδικός με εικόνα το K 3, 1 ,
 οπότε,
 1 2z z 2 3 i 6 2i .
 ΘΕΜΑ Γ22 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_14
 i. Για του μιγαδικούς z, w ισοδύναμα έχουμε: z w z w z z w w
 w z 1 z : E .
 Αν z 1 0 z 1 από την E έχουμε: w 0 1, άτοπο, άρα z 1 0.
 Αφού z 1 0 από την E έχουμε: z z
 w wz 1 z 1
 w 1
 2 2zw z z 1 z z 1 z z z 1 z 1
 z 1
 z z 2 Re z 1
 z z z z z z 1 z z 1 2 Re z 1 Re z .2
 ii. Για τους μιγαδικούς z, w ισοδύναμα έχουμε: *
 z wz w z w1
 z wz, w
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 z w z w 1 1
 1 1 1 : 1 .z w z w w z
 Όμως από την τριγωνική ανισότητα έχουμε ότι: 1 1 1 1
 w z w z : 2 .
 Από 1 , 2 έπεται ότι: 1 11 : 3 .
 w z
 Αν ισχύει z 2 και w 2 θα έχουμε:
 ό έ
 1 1
 z 2z 2 1 1 1 1
 w 2 1 1 z w 2 2
 w 2
 1 11,
 z w άτοπο λόγω
 της 3 , άρα ισχύει: z 2 ή w 2.
 ΘΕΜΑ Γ23 Γ_Μ_Μ_Δ_ΜΕ_Δ_ΕΚ_15
 i. Αν θέσουμε z x yi, x, y , η δοσμένη εξίσωση ισοδύναμα γράφεται:
 22 2 2 2 2 2 2z z 2 x yi x y 2 x 2xyi y x y 2
 2 2 2 2
 2 2 2 2 x y x y 2 0x y x y 2 2xyi 0
 2xy 0
 2 2 2 2x y x y 2 0
 x 0
 ή
 2 2 2 2x y x y 2 0
 y 0
 2 2y y 2 0
 x 0
 ή
 2 2x x 2 0
 y 0
 2
 y y 2 0, 7 0, ύ
 x 0
 ή 2
 x x 2 0, 9 0
 y 0
 x 1 ή x 2 x 1x, y 1,0 ή x, y 1,0
 y 0 y 0
 z 1 ή z 1.
 ii. Είναι 1 2 3z z z , 2 2 2 2
 1 2 30 z z z , 0
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 21 1 2 2 3 3z z z z z z ,
 2
 11
 2
 22
 2
 33
 z , : 1z
 0 z , : 2 ,z
 z , : 3z
 0.
 1. Αν θέσουμε 1 22
 1 2
 z zw ,
 z z
 κατά σειρά και ισοδύναμα έχουμε:
 2 2
 1 , 21 2 1 2 1 2
 2 2 2221 2 1 2
 1 2
 z z z z z zw w w
 z z z zz z
 2 1 2
 1 2 1 2 1 22 22
 1 2 1 22
 1 21 2
 1 1 z zz z z z z z
 w w w w w,z z z z
 1z zz z
 άρα w ,
 οπότε 1 22
 1 2
 z zIm 0.
 z z
 2. Κατά σειρά και ισοδύναμα έχουμε: 2 2 21 , 2 , 3
 1 2 3 1 2 31 2 3
 z z z 0 z z z 0 0z z z
 0
 21 2 2 3 3 1
 1 2 3
 1 1 10 z z z z z z 0
 z z z
 : 4 .
 Είναι: 2
 1 2 3 1 2 3z z z 0 z z z 0
 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1z z z 2z z 2z z 2z z 0
 4
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1 2 31
 z z z 2 z z z z z z 0 z z z 0.
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 Δ. ΤΟΠΟΙ
 ΘΕΜΑ Δ1 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Β_ΕΚ_05
 i. Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 2 22 2 2 2z x yi x 2xyi yi x y 2xyi
 2xy 0 x 0 ή y 0, άρα το ζητούμενο σύνολο σημείων είναι:
 ο άξονας y y (των φανταστικών)
 ή ο άξονας x x (των πραγματικών).
 ii. Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 1 1 x yi
 z x yi x yiz x yi x yi x yi
 2 2 2 2 2 2 2 2
 x y 1 1x y i x 1 y 1 i
 x y x y x y x y
 2 2
 1y 1 0 y 0
 x y
 ή 2 22 2
 11 0 x y 1,
 x y
 άρα το ζητούμενο σύνολο σημείων είναι: ο άξονας x x (των πραγματικών) ή ο μοναδιαίος κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων O 0, 0 και ακτίνας 1.
 iii. Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 22z z Re z 1 x yi x yi x 1 » »
 22 2 2x 2xyi yi x yi x 1 x y 1 2 xy y i » »
 2 2
 2 22 2
 x yx y 1 0 1,
 1 1 άρα το ζητούμενο σύνολο σημείων είναι η
 ισοσκελής υπερβολή με κορυφή το σημείο O 0, 0 και με 1.
 ΘΕΜΑ Δ2 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Β_ΕΚ_11
 i. Αν z x yi, x, y , τότε x 0.
 Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία της ευθείας με εξίσωση x 0, δηλαδή τα
 σημεία M 0, y , οπότε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z με
 πραγματικό μέρος ίσο με το μηδέν είναι τα σημεία του άξονα y y.
 ii. Αν z x yi, x, y , τότε y 0.
 Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία της ευθείας με εξίσωση y 0, δηλαδή τα
 σημεία M x,0 , οπότε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z με
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 φανταστικό μέρος ίσο με το μηδέν είναι τα σημεία του άξονα x΄x. Είναι z x 0i. Άρα, οι εικόνες του είναι τα σημεία M x,0 , δηλαδή τα σημεία
 του άξονα x x. iii. Αν z x yi, x, y , τότε x y.
 Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία της ευθείας με εξίσωση y x, δηλαδή τα
 σημεία M x, x , οπότε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z με
 πραγματικό μέρος ίσο με το φανταστικό, είναι τα σημεία της ευθείας y x, που
 είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων.
 ΘΕΜΑ Δ3 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_35
 Έστω z x yi, x, y και w i, , .
 Επειδή η εικόνα M z κινείται στον κύκλο κέντρου O 0, 0 και ακτίνα 2,
 έχουμε:
 2 2 2 2
 2
 x y 2 x y 4 : 1z 2 .8
 z 4 2zz 8 2z : 2z
 Επειδή 8
 w zz
 διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2 w i
 z x yi
 8w z w z 2z i x yi 2 x yi
 z
 3x x
 i 3x yi : 3 .3y
 y
 Από την 1 λόγω των σχέσεων 3 , διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2 2 2 2
 22 2 2x y 4 4 4 1,3 9 36 4
 επομένως
 η εικόνα N w κινείται στην έλλειψη με εξίσωση: 2 2
 2 21.
 6 2
 ΘΕΜΑ Δ4 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_39
 i. Αν z x yi, x, y , γνωρίζουμε ότι: z z 2x : 1 και z z 2yi : 2 .
 Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε: 25 i
 z4 3i
 4z 3zi 25i
 4z 3zi 25 25i 25 4z 3zi 25i25
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 4z 3zi 25i 4z 3zi 25i 4z 3zi 25i 4z 3zi 25i
 25 25 25 25
 1 , 2
 4z 3zi 25i 4z 3zi 25i 4 z z 3i z z 50i 0
 4z 3zi 25i 4z 3zi 25i 8yi 6xi 50i 0 3x 4y 25 0, επομένως
 ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι η ευθεία με
 εξίσωση: 3x 4y 25 0, x, y .
 ii. Ο μιγαδικός mz με το μικρότερο μέτρο
 είναι αυτός ο οποίος έχει εικόνα το Μ που είναι το σημείο που τέμνονται: η ευθεία : 3x 4y 25 0, που έχει
 3
 .4
 η ευθεία που διέρχεται από το
 0,0 και είναι κάθετη στην ,
 επομένως 4
 ,3 οπότε η εξίσωση της
 είναι: 4y 0 x 0 : 4x 3y 0.
 3 Οι συντεταγμένες του Μ
 προσδιορίζονται από τη λύση του συστήματος:
 m
 3x 4y 25 0... x, y 3,4 z 3 4i.
 4x 3y 0
 άρα mz 3 4i.
 iii. Για τον μιγαδικό mz του ερωτήματος ii είναι: mm
 z 3 4i ,z 3 4i
 oπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 3 4i 3 4i 3 4i3 4i 3 4i 3 4i
 1 1
 3 4i 3 4i 8i 0 8i 1 03 4i 3 4i 3 4i 3 4i 25
 1 0 1 25.25 25
 ΘΕΜΑ Δ5 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_40
 Έστω z x yi, x, y , οπότε για κάθε 0, 2 , διαδοχικά και ισοδύναμα
 έχουμε:
 z 1 2 i x yi 1 2
 (ε) (η)
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 x 1 1 x
 : .y 2 y 2
 Γνωρίζουμε ότι για κάθε 0, 2 ισχύει: 2 2 1, οπότε λόγω των
 σχέσεων , διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2 2 2 22 2 1 1 x y 2 1 x 1 y 2 1,
 άρα η εικόνα του μιγαδικού z κινείται στο κύκλο κέντρου K 1, 2 και ακτίνας 1.
 ΘΕΜΑ Δ6 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_41
 Έστω z x yi, x, y , οπότε διαδοχικά έχουμε:
 x 2 yi x 6 yix 2 yiz 2x 6 yi x 6 yi x 6 yiz 6
 z 6 0 x, y 6,0 x, y 6,0
 2
 2 2
 x 2 x 6 y y x 6 y x 2 i
 x 6 y
 x, y 6,0
 2 2
 2 22 2
 x y 8x 12 4yi
 : E .x 6 y x 6 y
 x, y 6,0
 Θέλουμε να βρούμε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων z των μιγαδικών z, για
 τους οποίους ισχύει: z 2 z 2
 Re Im ,z 6 z 6
 οπότε λόγω της E , διαδοχικά και
 ισοδύναμα έχουμε:
 2 2
 2 22 22 2
 x y 8x 12 4yx y 8x 12 4y
 x 6 y x 6 yx, y 6,0
 x, y 6,0
 2 2 2 2x 8x 16 y 4y 4 8 0 x 4 y 2 8 : .
 x, y 6,0x, y 6,0
 Επειδή οι συντεταγμένες του σημείου 6, 0 επαληθεύουν την , αφού
 2 26 4 0 2 8, συμπεραίνουμε ότι:
 ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος των σημείων z είναι όλα του σημείου του
 κύκλου που έχει εξίσωση την , κέντρο το 4, 2 , ακτίνα 8 2 2, με
 εξαίρεση το σημείο του 6, 0 .
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 ΘΕΜΑ Δ7 Γ_Μ_Μ_Β_TO_Γ_ΕΚ_71
 i. Αν θέσουμε z x yi, x, y , διαδοχικά έχουμε:2 25 x 0 x y 5 y x 5
 z 5 i x yiy x 0 x 0 ,
 55 y 5 y 5
 οπότε
 οι εικόνες των μιγαδικών z ανήκουν στον κλάδο της παραβολής 2y x 5 με
 x 0 και y 5.
 ii. Αν θέσουμε w x yi, x, y , διαδοχικά έχουμε:
 2
 x
 2xw x yi y
 y 30, 2 3
 0, 20,
 2 3
 2
 i
 2 2
 22
 2 212
 2
 x
 4x y
 1y,4 9
 90, 2
 0, 2
 οπότε οι εικόνες των μιγαδικών w ανήκουν
 σε έλλειψη με:
 εξίσωση 2 2
 2 2
 x y1,
 2 3
 κορυφές τα σημεία: (0, 3), (0, 3), ( 2, 0), (2, 0),
 κέντρο το O(0, 0).
 iii. Αν M z , N w , τότε MN z w .
 Ισχύει: MN AB , όπου A 0, 5 και
 B 0, 3 .
 Έχουμε:
 2 2
 minz OA 0 5 5.
 2 2
 maxw OB OB 0 3 3.
 Τέλος έχουμε:
 MN z w z ( w) z w
 min max min max
 z w z w 5 3 2.
 Άρα min
 z w 2.
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 ΘΕΜΑ Δ8 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_17
 i. Η ισότητα z (2 2i) 2 επαληθεύεται από
 όλους τους μιγαδικούς z που έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το
 σημείο K 2, 2 σταθερή απόσταση ίση με 2
 και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος
 είναι ο κύκλος με κέντρο K 2, 2 και ακτίνα
 2, δηλαδή ο κύκλος
 2 2x 2 y 2 2.
 y=x
 K(2,2)
 B
 A Μ(z)
 Ο x
 y
 ii. Το z είναι η απόσταση της εικόνας M z από την αρχή O 0,0 , δηλαδή το
 μήκος OM. Από τη γεωμετρία, όμως, γνωρίζουμε ότι αν η ευθεία OK τέμνει τον κύκλο στα A και B, τότε (OA) (OM) (OB), που σημαίνει ότι η μέγιστη τιμή
 του z είναι το μήκος (OB) και η ελάχιστη το μήκος (OA).
 Πρέπει λοιπόν να βρούμε την εξίσωση της ευθείας OK και να λύσουμε το
 σύστημα της ευθείας και του κύκλου 2 2(x 2) (y 2) 2, για να βρούμε τα
 κοινά σημεία τους που είναι τα A,B.
 Η ευθεία OK θα έχει εξίσωση 0 0y y (x x ), όπου 0 0(x , y ), ένα σημείο από
 το οποίο διέρχεται και ο συντελεστής διεύθυνσής της. Ένα σημείο από το οποίο διέρχεται είναι το O(0,0), άρα 0x 0 και 0y 0.
 Ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι ο K O
 K O
 y y 2 01,
 x x 2 0
 μιας και διέρχεται
 από τα σημεία O(0,0) και K(2, 2), οπότε η εξίσωση της OK είναι:
 y 0 (x 0) y x. Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων A και B θα
 είναι οι λύσεις του συστήματος 2 2(x 2) (y 2) 2
 ,y x
 που είναι τα ζεύγη
 (1,1) και (3,3). Άρα, η μέγιστη τιμή του | z | είναι ίση με 2 2(OB) 3 3 3 2
 και η ελάχιστη ίση με 2 2(OA) 1 1 2.
 ΘΕΜΑ Δ9 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_21
 Θέτουμε z i, ,
 .w x yi, x, y
 Γνωρίζουμε ότι η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει στον κύκλο κέντρου O(0,0) και
 ακτίνας 1, οπότε 2 2 2 2z 1 1 1 : .
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 Αναζητάμε τη σχέση που συνδέει το x με το y. Έχουμε: 2z i 2( i) i
 w x yiiz 2 i( i) 2
 2
 2 (2 1)i (2 ) i2 2 i i 2 (2 1)ix yi
 (2 ) i (2 ) i (2 ) ii i 2
 2 2 2
 2 2
 4 2 2 i 4 i 2 i 2i i i
 (2 ) ( i)
 2 2
 2 2 2 2
 3 2( ) 4 2i
 (2 ) (2 )
 2 2 E
 2 2 2 2
 3 2( ) 5 2 3 2 1 5 2i i
 4 4 1 4 4 14 4 ( ) 4 4 ( )
 3 5 4
 i,5 4 5 4
 επομένως είναι:
 3 5 4x yi i,
 5 4 5 4
 άρα έχουμε: 3
 x5 4
 και
 5 4y .
 5 4
 Θέλουμε να δείξουμε ότι 2 2x y 1 . Έχουμε: 2 2 2 2 2 2
 2 22 2 2 2 2
 9 (5 4) 9 (5 4) 9 25 40 16x y
 (5 4 ) (5 4 ) (5 4 ) (5 4 ) (5 4 )
 2 2
 2
 9(1 ) 25 40 16
 (5 4 )
 2 2 2
 2 2
 9 9 25 40 16 16 40 251.
 (5 4 ) 16 40 25
 ΘΕΜΑ Δ10 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΟ_Γ_ΕΚ_22
 1ος Τρόπος
 Θέτουμε z i, ,
 .w x yi, x, y
 Γνωρίζουμε ότι 2 2 2 2z 1 1 1 : .
 Αναζητάμε τη σχέση που συνδέει το x με το y. Έχουμε:
 x 2 1
 w 2z 1 x yi 2( i) 1 x yi (2 1) 2 i : 1 .y 2
 Επιλύουμε τις σχέσεις 1 ως προς α, β και έχουμε:
 x 1
 2 .y
 2
 Αντικαθιστώντας στην συνέχεια στην έχουμε:
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 2 2
 x 1 y1
 2 2
 2 2
 2 2 2(x 1) y1 (x 1) y 2 ,
 4 4
 οπότε οι εικόνες των
 μιγαδικών w ανήκουν στο κύκλο κέντρου K(1,0) και ακτίνας 1.
 2ος Τρόπος
 Είναι: w 1w 2z 1 2z w 1 z : 2 .
 2
 Γνωρίζουμε ότι
 2 w 1
 z 1 1 w 1 2 w 1 0 i 2,2
 οπότε οι
 εικόνες των μιγαδικών w ανήκουν στο κύκλο κέντρου K(1,0) και ακτίνας 1.
 ΘΕΜΑ Δ11 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_23
 i. Η σχέση που μας δίνεται, | z 1 | | z 4i |,
 ισοδύναμα γράφεται | z ( 1 0i) | | z (0 4i) |, που είναι
 εξίσωση της μεσοκάθετης του
 ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία A( 1,0) και B(0, 4).
 Για να βρούμε την εξίσωσή της
 εργαζόμαστε (αλγεβρικά) ως εξής:
 15 60Γ ,34 34
 Β(0,-4)
 Α(-1,0)
 (ε)
 O
 x
 y
 Αν z x yi, x, y , τότε ισοδύναμα και διαδοχικά έχουμε:
 | z 1 | | z 4i | | (x 1) yi | | x (y 4)i |
 2 2 2 2 2 2 2 2(x 1) y x (y 4) (x 1) y x (y 4)
 2 2 2 2x 2x 1 y x y 8y 16 2x 1 8y 16 1 15
 y x .4 8
 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ευθεία 1 15: y x .
 4 8
 ii. Ο μιγαδικός 0z με το ελάχιστο μέτρο είναι αυτός που έχει για εικόνα το ίχνος της
 κάθετης από την αρχή των αξόνων Ο προς την ευθεία 1 15: y x .
 4 8
 Η κάθετος αυτή διέρχεται από την αρχή των αξόνων O(0,0) και έχει συντελεστή
 διεύθυνσης τον αντιθετοαντίστροφο αριθμό του συντελεστή διεύθυνσης της
 1 15: y x ,
 4 8 άρα 4, οπότε έχει εξίσωση 0 0y y (x x ), με
 0 0x y 0 και 4, άρα : y 4x, x .
 Οι συντεταγμένες του σημείου τομής της με την βρίσκεται από τη λύση
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 του συστήματος: y 4x
 ,1 15y x
 4 8
 που είναι το ζεύγος 15 60x, y , .
 34 34
 Άρα:
 ο μιγαδικός mz με το ελάχιστο μέτρο είναι ο m
 15 60z i,
 34 34
 το ελάχιστο μέτρο είναι το 2 2
 m
 15 60 3825z .
 34 34 34
 ΘΕΜΑ Δ12 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_26
 i. Η ισότητα | z (2 2i) | 2 επαληθεύεται από
 όλους τους μιγαδικούς z που έχουν την ιδιότητα: «οι εικόνες των z απέχουν από το σημείο K(2,2)
 σταθερή απόσταση ίση με 2 και αντίστροφα. Επομένως, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι,
 ο κύκλος κέντρου K(2,2) και ακτίνας 2,
 δηλαδή ο κύκλος με εξίσωση:2 2(x 2) (y 2) 2.
 y=x
 K(2,2)
 B
 A Μ(z)
 Ο x
 y
 ii. Το | z | είναι η απόσταση της εικόνας του σημείου M(z) από την αρχή O(0,0),
 δηλαδή το μήκος OM. Από τη Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι: «αν η ευθεία OK τέμνει τον κύκλο στα A και B , τότε (OA) (OM) »(OB) .
 Επομένως: Θα βρούμε την εξίσωση της ευθείας OK.
 Θα λύσουμε το σύστημα της ευθείας OK και του κύκλου 2 2(x 2) (y 2) 2,
 οπότε θα βρούμε τα κοινά τους σημεία τα A,B. Η ευθεία OK : διέρχεται είναι το O(0,0) ,
 έχει συντελεστή διεύθυνση K o
 K o
 y y 2 01,
 x x 2 0
 άρα έχει εξίσωση: y 0 1 (x 0) y x,
 οπότε οι συντεταγμένες των σημείων A και B είναι οι λύσεις του συστήματος 2 2(x 2) (y 2) 2
 ,y x
 που είναι τα ζεύγη (1,1) και (3,3) .
 Άρα, η μέγιστη τιμή του | z | είναι ίση με 2 2(OB) 3 3 3 2 και η ελάχιστη
 ίση με 2 2(OA) 1 1 2.
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 ΘΕΜΑ Δ13 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_30
 Έστω 1 1z x y i και 2 2w x y i, 1 1 2 2x , y , x , y .
 i. Αν w i τότε η σχέση 2z i z w : 1 θα μας έδινε z i i i 0 i,
 άτοπο, οπότε w i.
 ii. Αφού w i, από την 1 έπεται ότι: w
 zi w
 2 2 2 21 1 1 1
 2 2 2 2
 x y i x y ix y i x y i
 i x y i x 1 y i
 2 2 2 2
 1 1
 2 2 2 2
 x y i x 1 y ix y i
 x 1 y i x 1 y i
 22 2 2 2 2 2 2
 1 1 222 2
 x x 1 y i x y i y 1 yx y i
 x 1 y
 22 2 2 2 2
 1 1 222 2
 x y 1 y x 1 2y ix y i
 x 1 y
 22 2 2 2 2
 1 1 2 22 22 2 2 2
 x y 1 y x 1 2yx y i i
 x 1 y x 1 y
 22 2 2
 1 222 2
 x y 1 yx : 2
 x 1 y
 και
 2 21 22
 2 2
 x 1 2yy : 3 .
 x 1 y
 Επειδή το z κινείται στην ευθεία με εξίσωση 2x 1 0, έπεται ότι 1
 1x ,
 2
 οπότε από την 2 έχουμε:
 22 2 2
 222 2
 x y 1 y1
 2 x 1 y
 w 0 i
 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
 2 2 2 2
 x 1 2y y 2x 2y 2y x y 1,
 x , y 0,1 x , y 0,1
 επομένως το
 σημείο κινείται στον κύκλο 2 22 2x y 1 από τον οποίο (κύκλο) εξαιρείται το
 σημείο 0,1 γιατί w 0 i.
 ΘΕΜΑ Δ14 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_31
 Είναι 2
 iw ,
 z 1
 επομένως 2 2z 1 0 z 1 z i.
 Αν θέσουμε z x yi, x, y , είναι: x, y 0,1 και x, y 0, 1 .
 Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
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 2 2
 i iw Im w 0 w w 0 w w
 z 1 z 1
 2 22 2 2 2
 i i 1 1z 1 z 1
 z 1 z 1 z 1 z 1
 2 2 2 2 2 2x yi 1 x yi 1 x 2xyi y 1 x 2xyi y 1
 2 2 2 22x 2y 2 y x 1 : E .
 H E είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής με εστίες στον άξονα y y.
 Οι συντεταγμένες των σημείων 0,1 και 0, 1 επαληθεύουν την , οπότε ο
 ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι όλα τα σημεία της ισοσκελούς υπερβολής με
 εξίσωση 2 2y x 1 με εξαίρεση τα σημεία 0,1 και 0, 1 .
 ΘΕΜΑ Δ15 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_32
 Επειδή 0, έπεται ότι οι , , δεν μηδενίζονται ταυτόχρονα, οπότε
 , 0,0 .
 Έστω w x yi, x, y . Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2 2 2 2 2 2
 2 2 2 2 2 2 2 2
 i iw x yi x yi i
 , 0,0 , 0,0 , 0,0
 22 2 2 2
 2 22 2 2 2 2 2
 2
 2 2
 x 0x y x y
 x 0 x 0y 0
 y 0 y 0, 0,0
 x, y 0,0 x, y 0,0
 x y 1 y x 1
 x 0 x 0 ,
 y 0 y 0
 επομένως ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του
 μιγαδικού αριθμού 2 2
 2 2
 iw
 είναι η ημιευθεία y x 1, με x 0 και y 0.
 ΘΕΜΑ Δ16 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΟ_Γ_ΕΚ_45
 i. Για τους μιγαδικούς z , 0 2 , διαδοχικά και ισοδύναμα ισχύουν:
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 z 3 5 4 5 i z 3 5 4 i 5 i
 : z 3 4 i 15 i .
 1. Από την 1 , διαδοχικά και ισοδύναμα, έπονται τα ακόλουθα:
 z 3 4 i 5 i z 3 4 i 5 i
 2 2 1
 2 2z 3 4 i 5 z 3 4 i 5 : C ,
 επομένως
 η εικόνα κάθε μιγαδικού z , είναι σημείο του κύκλου C που έχει:
 κέντρο το σημείο K 3, 4 ,
 ακτίνα 5.
 2. H C για z 0 0 i, επαληθεύεται αφού 0 0 i 3 4 i 3 4 i
 2 23 4 25 5, επομένως ο κύκλος C διέρχεται από την αρχή των
 αξόνων. ii. Αν ο ζητούμενος μιγαδικός mz ,
 έχει εικόνα το σημείο mA z ,
 από το προηγούμενο ερώτημα συμπεραίνουμε ότι το σημείο αυτό
 ανήκει στον κύκλο C ,
 οπότε mz OA .
 Αν ο τυχαίος μιγαδικός z ,
 έχει εικόνα το σημείο M z C ,
 τότε, z OM .
 Επειδή θέλουμε να βρεθεί εκείνος ο μιγαδικός mz για τον οποίο ισχύει:
 mz z OA OM για κάθε 0, 2 και γνωρίζουμε ότι «κάθε χορδή
 ενός κύκλου» είναι μικρότερη ή ίση με μια διάμετρο» συμπεραίνουμε ότι, το
 mA z θα είναι το αντιδιαμετρικό σημείο του O 0, 0 .
 Αν A x, y , x, y , επειδή K 3, 4 το μέσο του OA, έχουμε:
 0 AK
 0 AK
 x x 0 xx 3 x 62 2 ,
 y y 0 y y 84y
 22
 οπότε: A 6, 8 και mz 6 8i.
 iii. Ισχύει: i iz 4 2 i z 8 4 i
 w w : 2 .
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 Από την C έχουμε:
 C
 z 3 4 i 5 3 4 i 5 5 5 5w i 5i i
 8 4 iw
 ww
 1 15w i 5 w 5 w i 5 w w 0 i w 0 0i ,
 5 5
 επομένως οι
 εικόνες του w είναι σημεία της ευθείας που είναι μεσοκάθετος του τμήματος
 OA, όπου O 0,0 και 1
 B 0,5
 που εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι έχει
 εξίσωση: 0
 :1
 y .1
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 Ε. ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ
 ΘΕΜΑ Ε1 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_84
 Έστω z x yi, x, y .
 Είναι:
 22
 22
 z i x y 1 : 1z i x y 1 i.
 z i x y 1 i z i x y 1 : 2
 Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 Im z 0 Im x yi 0 y 0 y 0 y
 2έ ύ έ y 1
 2 2
 y 0 y 1 1
 2y 2y y 2y 1 y 2y 1
 22 22 2έ ύ έ x
 2 2 2 22 2
 y 1 1 x y 1 1
 y 1 y 1 x y 1 x y 1
 22
 2 22 2
 x y 1 1
 x y 1 x y 1
 22 1 , 2
 22
 x y 11
 x y 1
 z i1.
 z i
 ΘΕΜΑ Ε2 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_86
 Για τον μιγαδικό z ισχύει:
 z z 2Re z
 z z 2 1 z z 2 : 1 .Re z 1
 2
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
 z 2 z 2 z 2 z z 2 z 2 z 4
 (1)
 2 2 2 2 2 2
 1 z z 1 1 z z 1 1 2 1 1 1 1 1,
 z z 2 z z 4 4 4 4 4z 2 z z 2 z z z
 άρα
 για κάθε μιγαδικό z με Re z 1, ισχύει: 1 1 1
 .z 2 2
 ΘΕΜΑ Ε3 Γ_Μ_Μ_Β_ΤΑΝ_Β_ΕΚ_87
 Διαδοχικά ισχύουν:
 ή ό
 3 3 31 i z iz 1 i z iz 1 i z i z
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 1z 3 2 22
 3 32 2 1 1 1 1 1 11 1 z 1 z 2 z z 2 2 2
 2 2 8 2 8 2
 1 1 3
 ,4 2 4 άρα για κάθε μιγαδικό z με
 1z
 2 ισχύει: 3 3
 1 i z i z .4
 ΘΕΜΑ Ε4 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_78
 Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 1
 w 1 1 1u zu z
 u z u z1 u 1
 1 1u z z
 2 2u z u z uz 1 uzu z u 1 1z
 2
 u u u z z u z u z z u u z z u 1
 2 2 2 2 2 2 2
 u z u z 1 u z u z 1 0
 2 2 2 2 2 2 2u z u z 1 0 u 1 z 1 z 0
 u 1
 2 2 2 2 21 z u 1 0 1 z 0 z 1 0 z 1 z 1,
 άρα w 1 αν και μόνο αν z 1.
 ΘΕΜΑ Ε5 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_79
 1. Για τον μιγαδικό z, διαδοχικά ισχύουν:
 ή ό
 2 2 2 2 2 21 z 1 z 1 z z 1 1 z z 1
 2 2 2 21 z z 1 1 z z 1 2 2,
 άρα για κάθε μιγαδικό z, ισχύει: 2 21 z 1 z 2 : 1 .
 2. Για τον μιγαδικό z, με z 1, διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 ή ό
 3 3 3 31 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z z z
 z 1
 3 2 3 21 z 1 z z 1 z 1 z 1 z z 1 z
 3 2 3 21 z 1 z 1 1 z 1 z 1 z 1 z : 2 .
 2
 2 3 2 31 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z
 1
 2 3 2 2 2 31 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z 2.
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 ΘΕΜΑ Ε6 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_80
 Για κάθε 1 2z , z , είναι:
 αν 1 2z z , τότε: 1 2 1M max z , z z και 1 2 2m min z , z z , οπότε
 ισχύει: 2 1m z z M.
 αν 2 1z z , τότε: 1 2 2M max z , z z και 1 2 1m min z , z z , οπότε
 ισχύει: 1 2m z z M.
 Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: Περίπτωση πρώτη:
 2 1m z z M.
 1. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 1m z 2 2z m z
 22 1 2 1 2 1 2m z z z m z z m z z .
 2. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 1z M
 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2z z 0 z z z z z z z z
 1 2 2M z z z ή ό
 1 2 2 1 2 2
 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2
 M z z z M z z z
 z z z z z z z z z z z m
 1 2m z z
 1 2 1 2 1 2M z z m M z z z z .
 Περίπτωση δεύτερη:
 1 2m z z M.
 Εργαζόμαστε ομοίως.
 ΘΕΜΑ Ε7 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_81
 i. Για τον μιγαδικό z, διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 10 9 911 z 10i z 10i z 11 0 z 11z 10i 11 10i z
 9 11 10i zz
 11z 10i : 1 .
 ii. Από την 1 έχουμε:
 z x yi, x,y9 99
 11 10i x yi11 10i z11 10i zz z x yi
 11z 10i 11z 10i 11 x yi 10i
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 2 29
 9 2 2
 2 2
 10y 11 10x i 10y 11 10xx yi x y
 11x 11y 10 i 11x 11y 10
 2 2 2 29 92 2 2 2
 2 22 2
 10y 11 10x 10y 11 10xx y x y
 11x 11y 1011x 11y 10
 2 2
 92 22 2
 100y 210y 121 100xx y
 121x 121y 210y 100
 2 292 2
 2 2
 100 x y 210y 121x y
 121 x y 210y 1 : 2 .
 00
 Αν 2 2 9 100 1 210y 121x y 1 1 1 1,
 121 1 210y1
 0z
 10
 ισχύει.
 Αν
 2 2292 2 2 2 9
 2 2
 100 x y 210y 121x y 1 x y 1 1
 121 x y 210y 100z 1
 2 2 2 2 2 2100 x y 210y 121 121 x y 210y 100 21 21 x y
 22 21 x y 1 z 1 z , άτοπο.
 Αν
 2 2292 2 2 2 9
 2 2
 100 x y 210y 121x y 1 x y 1 1
 121 x y 210y 100z 1
 2 2 2 2 2 2100 x y 210y 121 121 x y 210y 100 21 21 x y
 22 21 x y 1 z 1 z , άτοπο.
 Άρα: z 1.
 ΘΕΜΑ Ε8 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_82
 i. Για κάθε μιγαδικό z, είναι: 3
 3 2 32 3 3
 1 1 1 1 1 1z z 3 z 3 z z 3 z ,
 z z zz z z
 επομένως
 περνώντας στα μέτρα, ισχύει: 3
 33
 1 1 1z z 3 z
 z zz
 3 ή ό
 33
 1 1 1z z 3 z
 z zz
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 33
 3
 3 33 3
 1 1 1z z 3 z
 z zz
 1 1 1 1z 3 z z 3 z
 z zz z
 3
 3
 1z 23 3z
 33
 1 1 1 1 1z z 3 z z 2 3 z : 1 .
 z z z zz
 ii. Από το 1 έχουμε: 3 3 3
 1 1 1 1 1 1z 2 3 z z 3 z 2 0 z 8 3 z 6 0
 z z z z z z
 3
 31 1z 2 3 z 2 0
 z z
 2
 21 1 1 1z 2 z 2 z 2 3 z 2 0
 z z z z
 2
 1 1 1z 2 z 2 z 4 3 0
 z z z
 22
 1 1 1 1 1z 2 z 2 z 1 0 z 2 z 1 0
 z z z z z
 1 1
 z 2 0 z 2.z z
 ΘΕΜΑ Ε9 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Γ_ΕΚ_83
 Αν | z | 1, διαδοχικά έχουμε:
 ή ό
 2 2 2
 z 1
 1 z 1 z z 1 z 1 z z 1 z 1 z z
 2
 2 2
 2 2
 z 1
 1 z 1 z z 1 z 1 z z
 1 z 1 z z 1 z 1 z z
 2
 2 2
 z 1
 1 z 1 z z 1 z 1 z z
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 2
 2
 2 2
 z 11 z 1 z z 1.
 1 z 1 z z z
 Αν | z | 1, διαδοχικά έχουμε:
 21 z z1 z 021 z 1 1 z z 1 z 1 z z z
 2 2
 2 2 2
 1 z z 1 z z
 1 z 1 z z z z 1 z z
 2 2 2
 ή ό2 2 2 2
 1 z 1 z z z z 1 z z
 z z 1 z z z z 1 z z
 2 2 2 21 z 1 z z z z 1 z z 1 z 1 z z 1
 21 z 1 z z 1.
 ΘΕΜΑ Ε10 Γ_Μ_Μ_Γ_ΤΑΝ_Δ_ΕΚ_77
 Αρκεί να αποδειχθεί ότι δεν είναι αληθής η πρόταση:
 «Για κάθε μιγαδικό αριθμό z, ισχύει: 1
 z 12
 και 2z 1 1» .
 Αν για κάθε μιγαδικό αριθμό z, ισχύει: 1
 z 12
 και 2z 1 1, τότε διαδοχικά
 έχουμε τις συνεπαγωγές:
 22
 2 x x yi, x,y
 222 22 2
 1 11 z 1 x yi 1z 1222
 z 1 1 x yi 1 1z 1 1
 2 2 2
 2 22 2 2 2 2 2
 1 1x 1 yi x 1 y
 2 2
 x y 1 2xyi 1 x y 1 4x y 1
 2 2
 22 2 2 2 2 2 2
 1x 2x 1 y
 2
 x y 2 x y 1 1 4x y 1
 2 2
 4 2 2 4 2 2 2 2
 2x 4x 2y 2 1
 x 2x y y 2x 2y 4x y 0
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 2 22 2
 24 2 2 4 2 2 2 2 2 2
 2 x y 4x 1 02x 4x 2y 1 0
 x 2x y y 2x 2y 0 x y 2 x y 0
 22 2 2 2 2 2x y 2 x y 2 x y 4x 1 0
 22 2 2 2 2 2x y 2x 2y 2x 2y 4x 1 0
 2 2 22 2 2 2 2x y 4x 4x 1 0 x y 2x 1 0, άτοπο.
 Επομένως για κάθε μιγαδικό αριθμό z, ισχύει: 1
 z 12
 ή 2z 1 1.
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 ΣΤ. ΣΥΝΘΕΤΑ - ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ
 ΘΕΜΑ ΣΤ1 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Γ_ΕΚ_74
 i. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 1 z2 |z| |z|2 2 21 z 1 z 1 z2 1 z
 0
 z z 2 z z 2 z z 2 z 2 z
 z 0
 1 z 1 z| z | z 2 0 z 2 0 : E .
 Θεωρούμε τη συνάρτηση f : 0, , με
 1 xf x x 2 .
 Παρατηρούμε ότι:
 1 01 1 2f 1 1 .1 2 1 0
 Η συνάρτηση f , ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι
 παραγωγίσιμη, με 1 xf x 1 2 n 2 1 x
 1 x1 2 n 2 0, x 0. Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο
 0, , άρα είναι συνάρτηση «1 1».
 Επειδή z 0, ορίζεται το f z και είναι:
 1 zE
 f z 2 f z 0.z
 Τελικά έχουμε:
 f :
 z 1.
 f z
 «1
 0
 1»
 f 1 0
 ii. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 2z z z z 0
 2 1z 1 z 1 z z 1 z .
 z
 Είναι: z 1
 3 0 3
 1
 2 1 z 2 1 1
 zz
 1z 2 z 12
 zz .z 2 z
 iii. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 3 3 2 2z 1 z 1 0 z 1 z z 1 0 z 1 0 ή z z 1
 1 3 1 3
 z i ή zή .2
 z2 2 2
 1
 ΘΕΜΑ ΣΤ2 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_57
 i. Αν ήταν w i, διαδοχικά και ισοδύναμα θα είχαμε:
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 z iw
 1 iz2z i
 w i i i i z z i i z z i i i i 0,1 iz
 άτοπο, άρα ισχύει: w i. ii. Διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2z iw w iwz z i w i z iwz w i i z iwz
 1 iz
 w i w i
 w i iz i w iz : 1 .w i
 Από την 1 έπεται ότι: i 1w i w i
 iz i zw i w i
 w i
 z : 2 .w i
 iii. Αφού z 1, από τη σχέση 2 διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 w iw i
 1 1 w i w i w 0 i w (0 i) : 3 .w i w i
 Αν A 0,1 και B 0, 1 , τότε από την 3 ισοδύναμα έχουμε: MA MB ,
 επομένως η εικόνα του w, δηλαδή το M w , βρίσκεται στη μεσοκάθετο του
 τμήματος που είναι ο άξονας x x. iv. Είναι γνωστό ότι αν w w w, » οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 z i z iw w w z i 1 iz z i 1 iz
 1 iz 1 iz
 »
 2 2z izz i i z z izz i i z z izz i z z izz i z
 2z 2z z z z . » v. Έχουμε:
 z f ( ) i
 w f ( ) i
 z i f ( ) i iw f ( ) i
 1 iz 1 i f ( ) i
 i f ( ) 1 1 f ( )
 f ( )i f ( ) .1 f ( ) 1 f ( )
 Είναι:
 1 f ( )
 f ( )1 f ( )
 1 f ( ) 2 01 f ( )
 f ( ) 1 0 f 0.1 f ( )
 1 f ( ) 0
 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο , με f ( ) 1 0 και f ( ) 0, οπότε
 ισχύoυν για την f οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano, άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα , , τέτοιο, ώστε f 0.
 ΘΕΜΑ ΣΤ3 Γ_Μ_Μ_ΓΘ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_76
 i. Διαδοχικά ισχύουν οι ισοδυναμίες:
 2 3 3 11 2
 2 2 2
 1 2 2 3 3 1
 z z z zz z1
 z z z z z z
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 2 3 3 11 22 2 2
 1 2 2 3 3 1
 z z z zz z4 4
 z z z z z z
 2 3 3 11 22 2 2
 1 2 2 3 3 1
 4z z 4z z4z z3 4 3
 z z z z z z
 2 3 3 11 22 2 2
 1 2 2 3 3 1
 4z z 4z z4z z1 1 1 1
 z z z z z z
 2 22
 2 3 2 3 3 3 1 3 1 11 2 1 2 2
 2 2 2
 1 2 2
 2 22
 1
 3
 3
 2
 3
 14z z z z z 4z z z z z4z z z z z
 1z z z z z
 2 z 2z
 z
 z2
 2 2 2
 1 2 2 3 3 1
 2 2 2
 1 2 2 3 3 1
 .z z z z z z
 1z z z z z z
 ii. Διαδοχικά ισχύουν οι ισότητες:
 2 3 2 3 3 1 3 11 2 1 2
 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2
 z z z z z z z zz z z z
 z z z z z z z z z z z z
 1 2 2 3 3 1 2 3 3 1 1 2 3 1 1 2 2 3
 1 2 2 3 3 1
 z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z
 2 3 2 3 3 1 3 11 2 1 2
 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2
 A Bz z z z z z z zz z z z
 z z z z z z z z z z z z : ,
 όπου
 1 2 2 3 3 1z z z z z z ,
 2 3 3 1 1 2z z z z z z ,
 3 1 1 2 2 3z z z z z z ,
 1 2 2 3 3 1z z z z z z .
 Είναι:
 21 2 2 3 3 1 1 2 1 3 2 2 3 3 1z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2z z z z z z z z z z z 1z : .
 2 3 3 1 1 2
 22 3 1 2 3 1 3 1 2z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3z z z z z z z z z : 2 .z z z
 23 1 1 2 2 3 1 3 2 3 1 1 2 2 3z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 3 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 22 3 1 2 1 2 1 3 2 3 1 3z z z z z z z z z : 3 .z z z
 1 2 2 3 3 1
 21 2 1 3 2 2 3 3 1z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 3 1 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2 1 2 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2z z z z z z z z :z z z z .4
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 Από 1 , 2 , 3 , έχουμε:
 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 1 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 2 3 1 2 2 3 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3 1 3z z z z z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 2 1 3 1 2 2 3 2 3 1 3z z z z z z z z z z z z
 4
 2 2 2 2 2 21 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2z z z z z z z z z z z z .
 Άρα, 1,
 οπότε από την συνεπάγεται ότι:
 2 3 2 3 3 1 3 11 2 1 2
 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2
 z z z z z z z zz z z z1.
 z z z z z z z z z z z z
 iii. Γνωρίζουμε ότι:
 11
 1 1
 2 2 21 2 3 1 2 3 1 1 2
 2
 2
 1 1
 33
 1z
 zz z 11
 z z z 1 z z z 1 z z
 : 5
 : 6
 : 7
 1 z .z
 z z 11
 zz
 Είναι:
 1 2
 5 , 61 2 1 2 1 2 1 2 1 2
 2 11 2 1 21 2
 1 2 1 2
 z z1 1z z z z z z z z z z
 ,1 1 z zz z z zz zz z z z
 επομένως 1 2
 1 2
 z z.
 z z
 »
 Όμοια, λόγω των σχέσεων 5 , 6 , 7 , είναι: 2 3
 2 3
 z z,
 z z
 » 3 1
 3 1
 z z.
 z z
 »
 iv. Αποδείχθηκε ότι: 1 2
 1 2
 z z,
 z z
 » 2 3
 2 3
 z z,
 z z
 » 3 1
 3 1
 z z,
 z z
 » επομένως υπάρχουν
 , , , ώστε: 1 2
 1 2
 : 7z z
 i ,z z
 2 3
 2 3
 : 8z z
 i ,z z
 3 1
 3 1
 : 9z z
 i .z z
 Γνωρίζουμε ότι:
 2 2 2
 2 2 21 2 2 3 3 1
 2 2 2
 1 2 2 3 3 1
 z z z z z z1 i i i 1
 z z z z z z
 2 2 2 2 2 21 1 . : 10
 7 , 8 , 9
 2 3 2 3 3 1 3 11 2 1 2
 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1 1 2
 z z z z z z z zz z z z1
 z z z z z z z z z z z z
 i i i i i i 1 1 1 : 11 .
 Από 10 , 11 , έπεται ότι:
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 2 2 2 2 2 22 2 22 2 2
 2 2 2 22 22 2 2
 2 2 2 2 2 22 2 02
 7 ,
 2 28 , 9
 20 i i i
 2 31 2
 1 2 2 3
 2 3 3 1 2 3 3 11 2
 1 2 2 3 3 1 2 3 3 1
 3 11 2
 1 2 3 1
 z zz z
 z z z z
 z z z z z z z zz z
 z z z z z z z z z z
 z
 :
 zz z
 z z
 z
 S
 z
 2 21 2 1 3 2 2 3 1 2 1 3 2 2 3
 2 22 3 2 1 3 3 1 2 3 2 1 3 3 1
 2 23 1 3 2 1 1 2 3 1 3 2 1 1 2
 z z z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 22 1 3 2 1 3 2 3 1 3 2 1
 2 2 2 23 2 1 3 2 1 3 1 2 1 3 22 2 2
 1 3 2 1 3 2 1 3 2
 2z 2z z z z z z z z z z z
 2z 2z z z z z z z z z z z
 2z 2z z z z z z z z
 2 3 3 1
 1 2
 2 22 3 1 3 2 1 2 3 2 3 1 2 3 z z 0, z z 0
 2 23 1 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 1
 z z 02 2
 1 2 3 2 1 3 1 2 1 2 3 1 2
 z z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z z z z z
 2 3 1 2 3 1 2 3 1
 3 1 2 3 1 2 3 1 2
 1 2 3 1 2 3 1 2 3
 z z z z z z z z z 1
 z z z z z z z z z 1
 z z z z z z z z z 1
 1 2 2 3 3 1z z z z z z 1 : 1 .2
 Από τη σχέση S έπεται ότι:
 121 2 2 3 3 1
 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1
 z z z z z z 1 1 1
 z z z z z z z z z z z z
 1 2 2 3 3 1z z z z z z , οπότε το τρίγωνο
 είναι ισόπλευρο.
 ΘΕΜΑ ΣΤ4 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_42
 i. Ισχύει: 20052008z z 1 : 1 , επομένως είναι: 20052008z z 1 1, οπότε
 διαδοχικά έχουμε: z z
 200520082005 20052008 2008z z 1 z z 1 z z 1
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 2008 2005z z 1
 z 04013
 z 1 z 1 : 2 .
 ii. Διαδοχικά έχουμε:
 2
 z z z z 02 1
 z 1 z 1 z z 1 z : 3 .z
 Από την 1 λόγω της 3 έχουμε: 2005 2008
 2008 32005
 1 zz 1 1 z 1 : 4 .
 z z
 iii. Από την 4 διαδοχικά έχουμε:
 3
 3 2 2 21z 1 z z 1 z z z : 5 .
 z
 iv. 1. Από την 1 διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2
 z z z(5) (2)200522005 2005 20052008 3 2005 3 3z z 1 z z z 1 z z z 1 z z 1
 3 3 2
 2
 z 1 0 z 1
 z 1 z 1 0 (z 1) z z 1 0 ή ή .
 z z 1 0 1 3z i
 2 2
 2. Αφού Im z 0 από το προηγούμενο έπεται ότι: 1 3
 z i ,2 2
 οπότε
 διαδοχικά έχουμε: 1 3 1 3
 i iz 2 2 2 2w : 6 .z 1 31 3 ii
 2 22 2
 Από την 6 διαδοχικά έχουμε:
 2
 2
 1 3 1 3i2 2 2 4
 0 w1 3 1 3i2 2 2 4
 2
 2
 22
 1 314 4 f ,11 3
 4 4
 όπου 2
 2
 1f 0,
 1
 .
 Αρκεί να βρούμε το , ώστε η συνάρτηση f να παίρνει τη μέγιστη τιμή της.
 Η συνάρτηση f , ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι παραγωγίσιμη, οπότε διαδοχικά έχουμε:
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 2 22
 222
 2
 2
 (2 1) 1 1 (2 1)1
 11f
 2f ( )12
 1
 3 2 2 3 2 2 2
 2 22 2
 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2,
 2f ( ) 1 2f ( ) 1
 επομένως
 2 22 2
 2 1 1 1 1f ,
 2f ( ) 1 f ( ) 1
 .
 Για κάθε , 1 είναι f 0 f γνησίως αύξουσα στο , 1 .
 Για κάθε 1,1 είναι f <0 f γνησίως φθίνουσα στο 1,1 .
 Για κάθε 1, είναι f 0 f γνησίως αύξουσα στο 1, .
 Τοπικό ελάχιστο της f είναι το 1 3.
 33f 1
 Τοπικό μέγιστο της f είναι το f 1 3.
 Είναι: 2 2
 2 2
 1 1im f im im 1.
 1 1
 Επομένως το σύνολο τιμών της f είναι: 3f , 3 ,
 3
 οπότε το f 1 3
 είναι το ολικό μέγιστο της f , άρα για 1 ο μιγαδικός w έχει το μέγιστο μέτρο.
 ΘΕΜΑ ΣΤ5 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_43
 i. 1. Αν z 2, τότε θα είναι και z 2, άτοπο, αφού z 2, άρα z 2.
 2. Επειδή 1
 w ,z 2
 συμπεραίνουμε ότι w 0, οπότε διαδοχικά έχουμε:
 w 0 2w 1 2w 1
 w z 2 1 wz 2w 1 wz 2w 1 z zw w
 2w 1z .
 w
 Στη συνέχεια, επειδή γνωρίζουμε ότι z 2, έχουμε:
 222w 12 2w 1 2 w 2w 1 2 w
 w
 2w 1 2w 1 4ww 4ww 2w 2w 1 4ww 2 w w 1
 2 Re w w w1
 w w2
 1 12Re w Re w .
 2 4
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 ii. 1. Θεωρούμε τη συνάρτηση xg x 2 x e z , x 1, , η οποία ως
 πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο 1, , άρα και στο 1, 2 .
 Έχουμε:
 z 2 e
 1g 1 2 1 e z e z 0,
 2g 2 2 2 e z z 0,
 οπότε για τη συνάρτηση g ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο
 1, 2 , άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα 1, 2 τέτοιο, ώστε g 0.
 Επειδή: x x x xg x 2 x e z 2 x e (2 x) e 2 x e
 x x xe 2 x e e 1 x 0, για κάθε x 1, , συμπεραίνουμε ότι η g
 είναι γνησίως φθίνουσα στο 1, , άρα είναι συνάρτηση «1 1», επομένως η
 εξίσωση x2 x e z 0 έχει μοναδική λύση 1, 2 . 2. Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε:
 g 0 2 e z 0 2 0
 2 e z
 z
 e .2
 3, H συνάρτηση x
 x
 e zf x ,
 e z x
 x 1, ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων
 συναρτήσεων, είναι παραγωγίσιμη για κάθε x 1, , επομένως
 x x x xx
 x 2x
 e z e z x e z e z xe zf x
 e z x e z x
 2x x x x x x x
 2 2x x
 e e z x e z e z e e z x e z
 e z x e z x
 22x x 2x x 22x x 2x x
 2 2x x
 e e z x e 2e z z e e z x e 2e z z
 e z x e z x
 2 x x xx x
 2 2 2x x x
 z e x 2e z z e 2 x ze z x 2e z z
 e z x e z x e z x
 2x
 zg x : 1 .
 e z x
 Επειδή 2x
 z0,
 e z x
 από την 1 συμπεραίνουμε ότι για κάθε x 1, η f x
 έχει το ίδιο πρόσημο με την g x και αφού:
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 η συνάρτηση g είναι γνησίως φθίνουσα στο 1, ,
 είναι g 0, 1,
 έπονται τα εξής: για κάθε x 1, είναι g x g g x 0
 για κάθε x 1, είναι g x g g x 0.
 Επομένως έχουμε τα συμπεράσματα που αναγράφονται στον διπλανό πίνακα, οπότε: για κάθε x 1, ισχύει:
 maxf x f f x f
 ze
 2e zf x
 e z
 x 1 ρ
 g x + 0
 f x + 0
 f
 γνησίως
 m
 αύξουσα
 γνησίως
 ] φθίνουσα
 maxf
 22
 z 1 2zz
 2 12f (x) f (x) f (x)
 z 1 2 1z z2 2
 1
 f (x) ,1
 x 1.
 ΘΕΜΑ ΣΤ6 Γ_Μ_Μ_Δ_ΣΥ_Δ_ΕΚ_44
 i. Για κάθε μιγαδικό xxz e x 1 i, x , έχουμε:
 xxRe z e , x ,
 xIm z x 1, x .
 Θέλουμε να δείξουμε ότι για κάθε x , ισχύει: x xRe z Im z ή
 διαδοχικά και ισοδύναμα ότι: x xe x 1 e x 1 0 g x 0, x , όπου
 xg x e x 1, x .
 Η συνάρτηση g, ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι
 παραγωγίσιμη, με xg x e 1, x .
 Ισχύουν: x x x 0g x 0 e 1 0 e 1 e e x 0.
 x x x 0g x 0 e 1 0 e 1 e e x 0.
 x x x 0g x 0 e 1 0 e 1 e e x 0.
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 Επομένως, για τη μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης g, έχουμε τα
 συμπεράσματα που αναγράφονται στον διπλανό πίνακα, οπότε η συνάρτηση g παρουσιάζει στη θέση 0x 0, ολικό
 ελάχιστο το 0ming g 0 e 0 1 2,
 x 0
 g x 0 +
 g γνησίως
 ] φθίνουσα
 γνησίως
 m
 αύξουσα
 ming
 άρα για κάθε x , έχουμε: xg x g 0 g(x) 2 0 e x 1 0
 xx xe x 1 Re z Im z , x .
 ii. Για τον μιγαδικό w διαδοχικά έχουμε:
 x
 xz e x 1 i22 x x
 x xw z z 2i e x 1 i e x 1 i 2i
 22x x xe x 1 2e x 1 i e x 1 i 2i
 22x x xe e x 1 2e x 1 x 1 2 i
 2x x xe e 1 x 1 2e x 1 x 1 i,
 συνεπώς xIm w 2e x 1 x 1 , x .
 Θέλουμε να αποδείξουμε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον 0x 0,1 τέτοιος, ώστε:
 0x0 0 0w Im w 0 2e x 1 x 1 0 f x 0, όπου
 0x0 0 0f x 2e x 1 x 1 , 0x 0,1 .
 Θεωρούμε τη συνάρτηση xf x 2e x 1 x 1 , x .
 Ισχύουν: Η f ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχής στο , άρα και στο
 0,1 .
 0f 0 2e 0 1 0 1 1.
 1f 1 2e 1 1 1 1 2.
 Άρα ισχύει f 0 f 1 0, οπότε για την f ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του
 θεωρήματος Bolzano, άρα υπάρχει ένας τουλάχιστον 0x 0,1 τέτοιος, ώστε
 0f x 0 Im(z) 0, οπότε υπάρχει ένας τουλάχιστον 0x 0,1 τέτοιος, ώστε
 ο αριθμός 2x xw z z 2i να είναι πραγματικό
 iii. Έχουμε xxz e x 1 i, x , επομένως
 2x 2 2x 2
 x0 z e (x 1) e x 2x 1 h x , όπου
 2x 2h x e x 2x 1 0, x . Θα βρούμε το ελάχιστο της h.
 Η συνάρτηση h, ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι

Page 88
						

86
 Θωμάς Ραϊκόφτσαλης
 παραγωγίσιμη στο , με 2x 2
 2x 2
 1h x e x 2x 1
 2 e x 2x 1
 2x2x 2x2 e x 1 W x2e 2x 2 e x 1,
 2h x 2h x h x h x
 όπου
 2xW x e x 1, x .
 Η συνάρτηση W, ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι
 παραγωγίσιμη στο , με 2xW (x) 2e 1 0 , x .Επομένως η W είναι γνησίως αύξουσα στο , συνεπώς είναι συνάρτηση «1 1» και επειδή
 2 0W 0 e 0 1 0, έχουμε τα
 ακόλουθα συμπεράσματα:
 x 0 W x + 0 +
 W γνησίως m
 αύξουσα
 γνησίως m
 αύξουσα
 W 0 0
 Για κάθε
 W 0 0 h x 0W ί ύ W x
 x 0 W x W 0 W x 0 0h x
 h x 0, οπότε η συνάρτηση h είναι γνησίως φθίνουσα στο , 0 .
 Για κάθε
 W 0 0 h x 0W ί ύ W x
 x 0 W x W 0 W x 0 0h x
 h x 0, οπότε η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα στο 0, .
 Για x 0 η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο το minh h 0 , οπότε έχουμε:
 1. 0m 0 mz z e 0 1 i z 1 i.
 2. 2 0 2min mh h 0 e 0 2 0 1 2 z 2.
 ΘΕΜΑ ΣΤ7 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_66
 1. Για κάθε i 1, 2, 3, διαδοχικά και ισοδύναμα, έχουμε:
 2 22i i ii
 z z zz
 0 00
 2
 ii
 z , i 1, 2, 3, : 1.z
 0
 Επίσης έχουμε
 1 2 31 2 3 2 3 1 1 2 3 1 2
 2 3 1
 z z zz z z z z z z z z z z
 z z z
 1 2 3z z 1 z .
 2. Διαδοχικά ισχύουν οι συνεπαγωγές:
 1 2 3 1 2 3 1 2 3z z 1 z z z 1 z z z 1 z
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 2 2 21
 1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3
 z z 1 z z z 1 z z z 1 z 1z z z
 1 2
 2 2z z 01 2 32 2 3
 1 2 3 31 2 3 1 2 3
 z z z zz z 1 z 1 z
 z z z z z z
 2 21 2 3 3 3z z z 1 z z : 1 .
 Όμοια αποδεικνύονται και οι σχέσεις:
 2 21 2 3 1 1z z z 1 z z : 2 ,
 2 21 2 3 2 2z z z 1 z z : 3 .
 Επομένως, για κάθε i 1, 2, 3 ισχύει: 2 21 2 3 i iz z z 1 z z .
 3. Από τις σχέσεις 1 και 2 έχουμε:
 2 21 2 3 3 3
 2 21 2 3 1 1
 z z z 1 z z
 z z z 1 z z
 2 2 2 21 2 3 3 1 2 3 1 3 1z z z 1 z z z z 1 z z z
 2 2 21 2 3 3 1 3 1z z z 1 z 1 z z z
 1 3z z 0 0
 2 21 2 3 1 3 1 3 1 2 3z z z z z z z z z z
 1 2 3
 22 2z z z1 2 31 2 3 1 2 3
 22 3 21 2 3 1 2 3
 z z zz z z z z z
 z z z z z z
 2 201 2 3 1 2 3
 1 2 32
 z z z z z zz z z 1.
 1 0 1
 ΘΕΜΑ ΣΤ8 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_65
 1. Για κάθε θετικό ακέραιο i 1, 2,3 είναι:
 i i
 2i i2ii i i
 z 0 z 0 1
 z 1 z , i 1,2,3zz
 : 1 z z 1
 1 .
 Διαδοχικά έχουμε τις συνεπαγωγές:
 2 2 2 2 11 2 3 1 2 2 3 3 11 2 3
 1 2 3
 1 2 31 2 3
 z z z 2(z z z z z z ) 0z z z 0z z z 0
 z z z 0z z z 0
 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 1
 1 2 3
 z z z 2(z z z z z z ) 0
 1 1 10
 z z z
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 2 2 2
 2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 11 2 3
 1 2 2 3 3 1
 z z z 2(z z z z z z ) 0z z z 0.
 z z z z z z 0
 2. Διαδοχικά έχουμε τις συνεπαγωγές:
 1 2 3
 1 2 3 2 3 1
 3 1 2
 z z z
 z z z 0 z z z
 z z
 : A
 : B
 z :
 2 2 21 2 3 1 2 3 1 2 3
 2 3 1 2 3 1 2 3 1
 3
 3 3 3
 1 1 11 2 3 1 2 3 1 2
 z 2 z 2 z 2 : 1
 z 2 z 2 z 2 : 2
 z 2 z 2 z 2
 z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z .
 z z z z z z z z z : 3
 Θέλουμε να αποδείξουμε ότι: 1 2 2 3 3 1z z z z z z ή ισοδύναμα:
 11 2 3 1 3 1 3 2 3
 22 3 1 2 1 2
 2 3 2 3
 3 1 3 1 31 1
 z z z z 2 z z 2 z z z
 z z
 z z z z
 z zz z 2 z z z z2 z zz
 2
 2 2
 3 23 2 32 3
 23 1 3 3 1
 2
 1 31
 2 2z z2 2z z z zz z
 z z z z2 2z z2 2 zz
 2 3 2 3 3 2
 3 1 3 1
 2
 1 3 1 3
 32 2 2z z 2
 2 2
 z z z z z z
 z z z z z2z z2z
 1 2 3
 2 2 2 2 z z z 1
 2 2
 2 2 3 3 2 3 3 3 2 2 3 2
 3 3 1 1 3 1
 2
 1 1 3 3 1
 2
 3
 4 2 2 4 2 2
 4 2 2 4
 z z z z z z z z z z z z
 z z z z z z z z z z z2 2 z
 2 3 3 2 3 2 2 3
 3 1 1 3 1 3 3 1
 2 2 2 2 0 0
 0 02 2
 z z z z z z z z
 z z z 2z z z2z z
 που ισχύουν,
 άρα η πρόταση αποδείχθηκε 3. Διαδοχικά έχουμε τις συνεπαγωγές:
 1 2 31 2 3 1 2 3 2 3
 1 2 3 2 3
 z z
 1 2 3 1 3 1
 3 1 2 3 1 2 1
 z 1
 2
 z z z z z z z z 1
 z z z 0 z z z z z z z z 1
 z z z z z z z z 1
 2 2 22 3 2 32 3 2 2 3 3 2 3
 2 2 2
 3 1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 1
 2 2 2
 1 2 1 1 2 2 1 21 2 1 2
 z z z z 1z z 1 z z z z z z 1
 z z 1 z z z z 1 z z z z z z 1
 z z 1 z z z z z z 1z z z z 1
 2 3 2 32 3 3 2
 3 1 1 3 3 1 3 1
 1 2 2 1 1 2 1 2
 z z z z 1z z z z 1
 z z z z 1 z z z z 1
 z z z z 1 z z z z 1
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 2 3 2 3
 3 1 1 3
 1 2 1 2
 2Re z z 2 Re z z 1
 2Re z z 2 Re z z 1
 2Re z z 2 Re z z 1
 2 3 2 3 3 1 1 3 1 2 1 2
 1Re z z Re z z Re z z Re z z Re z z Re z z .
 2
 4. Θέλουμε να αποδείξουμε ότι: 3
 1
 z1 3
 z ή ισοδύναμα: 1 3
 1
 z z3
 z
 1z 1
 21 31 3 1 3 1 3 1 3
 1
 z z3 z z 3 z z 3 z z z z 3
 z
 1 3z z 1
 2 2
 1 1 3 3 1 3 1 3 1 3 1 3z z z z z z 3 z z z z 1 2Re z z 1
 1 3
 1Re z z ,
 2 που ισχύει λόγω του 4 .
 ΘΕΜΑ ΣΤ9 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Δ_ΕΚ_64
 1. Έστω 1 1 1z x y i και 2 2 2z x y i .
 Έχουμε: 1 2 1 2 1 2z z (x x ) (y y )i και 1 2 1 2 2z z (x x ) (y y )i.
 Άρα: 2 2 2 2 2 2
 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| z z | | z z | (x x ) (y y ) (x x ) (y y ) 2 2 2 2 2 21 1 2 2 1 22(x y ) 2(x y ) 2 | z | 2 | z | .
 2. Είναι:
 1
 2 2
 3 2 1 3 2 1z z z z z z 2 2
 2 3 12 z z 2 z
 2 2 2 2
 3 2 1 3 2 1 2 3 1 : z z z z z z 2 z z 1 .2 z
 Επίσης είναι:
 1
 2 2
 1 3 2 1 3 2z z z z z z 2 2
 1 3 22 z 2 z z
 2 2 2 2
 1 3 2 1 3 2 1 3 2z z z z z z 2 z 2 z : 2 .z
 Προσθέτοντας κατά μέλη τις 1 και 2 έχουμε: 2 2 2 2
 3 2 1 3 2 1 1 3 2 1 3 2z z z z z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 2 2
 2 3 1 1 3 2
 1
 1 2 3 3 242 z z 2 z 2 z 2 z z z z z2 z z
 2 2 2 2 2 2
 1 2 2 1 2 34 2 2 4z 2 z z z z z .
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 ΘΕΜΑ ΣΤ10 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Γ_ΕΚ_52
 1. Από την υπόθεση γνωρίζουμε ότι οι μιγαδικοί 1 2 3z , z , z , έχουν εικόνες,
 αντίστοιχα τα σημεία A, B, του κύκλου C , που έχει κέντρο την αρχή των
 αξόνων O 0, 0 και ακτίνα 0, επομένως OA OB O , άρα:
 1 2 3z z z .
 Από τη σχέση 1 2 32z z z έπεται ότι 1 2 3z z z
 1 2 3 1 2 32z z z 2 z z z
 0
 22 2 0 2 0 2.
 2. Είναι z 2, οπότε διαδοχικά και ισοδύναμα, έχουμε:
 z 02 4
 z 2 z 4 z z 4 z .z
 3. Εφόσον 1 2 3z , z , z C , από τα προηγούμενα έχουμε:
 11
 4z : 1 ,
 z
 22
 4z : 2 ,
 z
 33
 4z : 3 ,
 z
 4z : 4 ,
 z
 2 3
 1
 z z2 : 5 .
 z
 Διαδοχικά και ισοδύναμα, έχουμε: 1 1 1
 2 3 2 3 2 3
 z z z z z z
 z z z z z z
 1 1
 2 3 2 3
 z z z z
 z z z z
 1 , 2 , 3
 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 1 3z z z z z z z z z z z z z z z z
 1 1 2 3 2 32 3 2 3 1 1
 4 4 4 4 4 4 4 4z z z z z z z z
 z z z z z z z z
 1 2 3z z z z
 4
 1 1 2 3 2 32 3 2 3 1 1
 1 1 1 1 1 1 1 14 z z z z 4 z z z z
 z z z z z z z z
 2 2 2 2 2 2 2 21 3 1 2 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3 2 3 2 3z z z z z z zz z zz z z z z z z z zz z zz z
 2 21 3 1 1 2 1 2 3 1 2 3 1zz z z z zz z z z z z z z z z z z
 2 21 1 3 1 2 2 3 2 3z z zz z zz z z z z z 0
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 1 1 3 2 2 3 3 2 1 3 2 1 2 3z z zz z z z z z z 0 z z z z zz z z 0
 5
 2 31 1 2 3 1
 1
 z zz z 0 ή zz z z 0 z z ή z 2.
 z
 ΘΕΜΑ ΣΤ11 Γ_Μ_Μ_ΒΘ_ΔΓ_Γ_ΕΚ_51
 1. Αν z x yi, x, y , διαδοχικά και ισοδύναμα έχουμε:
 2z 1 i z 2 x yi 1 i x yi 2x 2yi 1 y xi
 1y
 2x 1 y 4y 1 y 2 13 z i.2y x x 2y 2 3 3
 x3
 2. Αφού το M w κινείται στον κύκλο C : 2 2 2x y 4 2 , διαδοχικά και
 ισοδύναμα ισχύουν: 2 2 2 2w 2 w 2 w 4, άρα το
 2N w κινείται στον κύκλο K που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων O 0, 0
 και ακτίνα 4.
 3. Διαδοχικά και ισοδύναμα, ισχύουν: 2w φανταστικός 2 2w w
 w i, ,
 2 22 2 2 2w w 0 i i 0 ...
 ή , οπότε το σημείο M w , κινείται πάνω στις ευθείες,
 1 : y x ή y x. Είναι: 1 2
 1 1 1, οπότε οι ευθείες 1 και
 2 είναι κάθετες, άρα το σημείο M w , κινείται πάνω σε δυο κάθετες ευθείες.
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